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A b str a ct
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u s e of c o nti n u o u s m a p s a n d s y m m et r y c o n st r ai nt s t o e xt r a ct c o m bi n at o ri al
i n si g ht s.

W e fi r st e x pl o r e a p p r o xi m at e g r a p h c ol o u ri n g p r o bl e m s a n d m o r e g e n e r all y
p r o mi s e c o n st r ai nt s ati sf a cti o n p r o bl e m s. U si n g t o ol s f r o m e q ui v a ri a nt
t o p ol o g y i n c o m bi n ati o n wit h t h e g e n e r al t h e o r y of p ol y m o r p hi s m of a
p r o mi s e c o n st r ai nt s ati sf a cti o n p r o bl e m, w e e st a bli s h h a r d n e s s f o r s p e ci fi c
t y p e s of a p p r o xi m ati o n s.

I n t h e s e c o n d p a rt, w e a d d r e s s m a s s p a rtiti o ni n g p r o bl e m s, w h e r e o n e
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of e q u al si z e u si n g h y p e r pl a n e s. E m pl o yi n g t e c h ni q u e s f r o m t o p ol o gi c al
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t h e o r e m s), w e b ot h o bt ai n a n e w e q ui p a rtiti o ni n g r e s ult i n t h e a n d p r o vi d e a
f a st al g o rit h m f o r c o m p uti n g e q ui p a rtiti o ni n g of p oi nt s et s i n 3 D.
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C H A P T E R 1
I ntr o d u cti o n

Si n c e it s i n c e pti o n, t o p ol o g y h a s b e e n u s e d a s a p o w e rf ul t o ol t o a p p r o a c h
p r o bl e m s i n a v a ri et y of di ff e r e nt fi el d s; r a n gi n g f r o m a n al y si s t o al g e b r ai c
g e o m et r y a n d a n yt hi n g i n b et w e e n. F u rt h e r m o r e, al g e b r ai c t o p ol o g y h a s
d e v el o p e d i nt o a v a st a n d ri c h r e s e a r c h fi el d i n it s o w n ri g ht, wit h p o w e rf ul
t e c h ni q u e s s uit a bl e t o st u d y a wi d e b r e at h of p r o bl e m s t h r o u g h o ut m at h-
e m ati c s. D e s pit e t h e e a rl y i n fl u e n c e of c o m bi n at o ri c s i n t h e d e v el o p m e nt
of al g e b r ai c t o p ol o g y, n ot m a n y i d e a s d u ri n g t h e e a rl y d a y s of al g e b r ai c
t o p ol o g y w e r e e m pl o y e d i n di s c r et e m at h e m ati c s.

T h e f o c u s of t hi s w o r k will b e o n t w o di ff e r e nt a p pli c ati o n s of t o ol s f r o m
t o p ol o g y t o di ff e r e nt a r e a s of di s c r et e m at h e m ati c s a n d c o m bi n at o ri c s: g r a p h
t h e o r y a n d p a rtiti o ni n g of g e o m et ri c o bj e ct s ( p oi nt s et s, c o n v e x b o di e s o r
m a s s di st ri b uti o n s).

A r g u a bl y, t h e c at al y st t h at j u m p- st a rt e d t h e u s e of al g e b r ai c t o p ol o g y i n g r a p h
t h e o r y w a s t h e s e mi n al w o r k of L o v á s z o n t h e c h r o m ati c n u m b e r of K n e s e r
g r a p h s [ L o v 7 8 ]. Si n c e t h e n, a wi d e v a ri et y of r e s ult s h a v e b e e n e st a bli s h e d
vi a t o p ol o g y,i n cl u di n g t o p ol o gi c al l o w e r b o u n d s f o r t h e c h r o m ati c n u m b e r of
g r a p h s a n d h y p e r g r a p h s ( s e e , e. g. [ M Z 0 3 , B K 0 7 ]), e v a si v e n e s s of m o n ot o n e
g r a p h p r o p e rti e s [ K S S 8 4 , Y a o 8 8 ], t o p ol o gi c al l o w e r b o u n d s a n d i m p o s si bilit y
r e s ult s f o r di st ri b ut e d c o m p uti n g ( s e e e. g. [ H K R 1 4]).

A d diti o n all y, t h e c o n st r u cti o n of t h e nei g h b o ur h o o d c o m ple x at t h e u n d e r-
li e s L o v á s z’ p r o of h a s b e e n g e n e r ali z e d a n d st u di e d e xt e n si v el y ( s e e e. g
[B K 0 7 , M at 1 7 , D S 2 3 ]). H e r e, o u r f o c u s will b e o n h o w t o u s e t o p ol o gi c al
t o ol s, i n p a rti c ul a r t h e c o n c e pt of h o m o m o r p hi s m c o m pl e x, i n t h e st u d y of
a p p r o xi m at e g r a p h c ol o u ri n g p r o bl e m a n d ot h e r p r o mi s e c o n st r ai nt s ati sf a c-
ti o n p r o bl e m s; s e e c h a pt e r 2, f o r a m o r e d et ail e d i nt r o d u cti o n a n d f u rt h e r
b a c k g r o u n d o n t hi s cl a s s of p r o bl e m s.

F u rt h e r m o r e, t o p ol o g y h a s b e e n a f o u n d ati o n al t o ol f o r t h e st u d y of m a s s
p a rtiti o ni n g p r o bl e m s, s e e, e. g. t h e s u r v e y [ R S 2 1 ]. I n p a rti c ul a r, t h e w ell
k n o w n H a m- S a n d wi c h t h e o r e m w a s p r o v e n ( b y B a n a c h i n 1 9 3 8 i n t h e t h r e e
di m e n si o n al c a s e a n d St o n e a n d T u c k e y i n t h e g e n e r al c a s e) b y a di r e ct
a p pli c ati o n of t h e B o r s u k- Ul a m t h e o r e m ( s e e [ R S 2 1 ] f o r m o r e d et ail s o n t h e
e a rl y hi st o r y of t h e H a m- S a n d wi c h t h e o r e m).
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1. I n t r o d u c ti o n

Si n c e t h e n, a l ot of e ff o rt h a s b e e n i n v e st e d i n st u d yi n g h o w p a rtiti o n s of t h e
st a n d a r d E u cli di a n s p a c e R 𝐺 s plit f a mili e s of m e a s u r e s (i n t h e c o nti n u o u s
s etti n g) o r p oi nt s (i n t h e di s c r et e s etti n g). I n C h a pt e r 6, w e will gi v e a m o r e
t h o r o u g h i nt r o d u cti o n t o t hi s m o r e g e n e r al cl a s s of q u e sti o n s a n d p r e s e nt
o u r c o nt ri b uti o n s.

1. 1 O v er vi e w

W e b ri e fl y d e s c ri b e t h e c o nt e nt of t h e r e m ai ni n g c h a pt e r s. T hi s w o r k i s
r o u g hl y s plit i n t w o g e n e r al t o pi c s; f o c u s si n g fi r st o n t o p ol o gi c al m et h o d s i n
p r o mi s e c o n st r ai nt s ati sf a cti o n p r o bl e m s, t h e n o n t h e m a s s e q ui p a rtiti o ni n g
p r o bl e m b ot h f r o m a t h e o r eti c al a n d a n al g o rit h mi c p oi nt of vi e w.

I n C h a pt e r 2, w e b ri e fl y di s c u s s a p p r o xi m at e g r a p h c ol o u ri n g p r o bl e m s a n d
t h e m o r e g e n e r al c o nt e xt of p r o mi s e c o n st r ai nt s ati sf a cti o n p r o bl e m a n d gi v e
a s h o rt p r e s e nt ati o n of t h e n e e d e d n oti o n s.

I n C h a pt e r 3, w e will gi v e a n hi g h l e v el p r e s e nt ati o n of t h e p r o of st r u ct u r e
f o r t h e m ai n c o m pl e xit y r e s ult s cl ai m e d i n C h a pt e r 2. C h a pt e r s 4 a n d 5 will
b e d e di c at e d t o filli n g i n t h e m o r e t e c h ni c al d et ail s n e e d e d f o r t h e a r g u m e nt;
t h e p r e s e nt ati o n of t hi s t o pi c i s b a s e d o n [ A F O+ 2 5, F N O + 2 4].

C h a pt e r 6 i s d e di c at e d t o i nt r o d u ci n g m a s s p a rtiti o ni n g p r o bl e m s a n d
p r e s e nti n g o u r c o nt ri b uti o n i n t hi s c o nt e xt. C h a pt e r 7 will di s c u s s t h e
e xi st e n c e r e s ult w e o bt ai n e d w hil e C h a pt e r 8 will f o c u s o n p r e s e nti n g t h e
al g o rit h m f o r fi n di n g a ei g ht p a rtiti o n of p oi nt s i n t h e 3 D e u cli di a n s p a c e.
T h e p r e s e nt ati o n i s b a s e d o n [ A B R + 2 4].
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C H A P T E R 2
Pr o mi s e C o n str ai nt S ati sf a cti o n

Pr o bl e m s

2. 1 I ntr o d u cti o n

D e ci di n g w h et h e r a gi v e n fi nit e g r a p h i s 3 - c ol o u r a bl e ( o r, i n g e n e r al, 𝐺 -
c ol o u r a bl e, f o r a fi x e d 𝐾 ≥ 3 ) w a s o n e of t h e fi r st p r o bl e m s s h o w n t o b e N P -
c o m pl et e [ K a r 7 2 ]. Si n c e t h e n, t h e c o m pl e xit y of a p pr o xi m ati n g t h e c h r o m ati c
n u m b e r of a g r a p h h a s b e e n st u di e d e xt e n si v el y; i n p a rti c ul a r, it i s k n o w n
t h at t h e c h r o m ati c n u m b e r of a n 𝑇 - v e rt e x g r a p h c a n n ot b e a p p r o xi m at e d i n
p ol y n o mi al ti m e wit hi n a f a ct o r of 𝑛 1 − 𝑌 , f o r a n y fi x e d 𝑇 > 0 , u nl e s s P = N P
([ Z u c 0 7]).

H o w e v e r, t hi s i n a p p r o xi m a bilit y r e s ult o nl y a p pli e s t o g r a p h s w h o s e c h r o-
m ati c n u m b e r g r o w s wit h t h e n u m b e r of v e rti c e s; b y c o nt r a st, t h e c a s e of
g r a p h s wit h b o u n d e d c h r o m ati c n u m b e r i s m u c h l e s s w ell u n d e r st o o d. F o r
i n st a n c e, gi v e n a n i n p ut g r a p h t h at i s p r o mi s e d t o b e 3 - c ol o u r a bl e, w h at i s
t h e c o m pl e xit y of fi n di n g a c ol o u ri n g of 𝑛 wit h s o m e l a r g e r n u m b e r 𝑃 > 3
of c ol o u r s ? K h a n n a, Li ni al, a n d S af r a [ K L S 0 0 ] p r o v e d t h at t hi s i s N P - h a r d
f o r 𝑇 = 4 ( s e e al s o [G K 0 4 , B G 1 6 ]), a n d o nl y q uit e r e c e ntl y B ulí n, K r o k hi n,
a n d O p r š al [ B K O 1 9 ] s h o w e d N P - h a r d n e s s f o r 𝒖 = 5 . O n t h e ot h e r h a n d, t h e
c u r r e ntl y b e st p ol y n o mi al-ti m e al g o rit h m f o r c ol o u ri n g 3 - c ol o u r a bl e g r a p h s,
d u e t o K a w a r a b a y a s hi, T h o r u p, a n d Y o n e d a [ K T Y 2 4 ], u s e s 𝑔 = ˜𝜋 (𝑆 0 .1 9 7 4 7 )
c ol o u r s, w h e r e 𝐶 i s t h e n u m b e r of v e rti c e s of t h e i n p ut g r a p h.

I n g e n e r al, it i s b eli e v e d t h at c ol o u ri n g 𝐶 - c ol o u r a bl e g r a p h s wit h 𝐶 c ol o u r s
i s N P - h a r d f o r all c o n st a nt s 𝑘 ≥ 𝑐 ≥ 3 . H o w e v e r, t h e b e st r e s ult s k n o w n
t o d at e ( a p a rt f r o m t h e a b o v e) a r e N P - h a r d n e s s f o r 𝑐 = 4 a n d 𝑘 = 7 ( B ulí n,
K r o k hi n, a n d O p r š al [ B K O 1 9 ]), a n d f o r 𝑐 ≥ 5 a n d 𝑘 =

(︁ 𝑐
⌊ 𝑐 / 2 ⌋

)︁
− 1 ( Wr o c h n a

a n d Ži v n ý [ W Ž 2 0 ]). M o r e o v e r, c o n diti o n al h a r d n e s s r e s ult s — a s s u mi n g
di ff e r e nt v a ri a nt s of K h ot’ s U ni q ue G a mes C o nje ct ure — h a v e b e e n o bt ai n e d
f o r all 𝑘 ≥ 𝑐 ≥ 3 b y Di n u r, M o s s el, a n d R e g e v [ D M R 0 9 ], G u r u s w a mi a n d
S a n d e e p [ G S 2 0], a n d B r a v e r m a n, K h ot, Lif s hit z, a n d Mi n z e r [ B K L M 2 2].

O n e of t h e m ai n q u e sti o n st u di e d i n t hi s t h e si s i s a g e n e r ali s ati o n of t hi s
q u e sti o n. A gr a p h h o m o m or p his m 𝑓 : 𝐺 → 𝐻 b et w e e n t w o g r a p h s i s a m a p
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2. P r o mi s e C o n s t r ai n t S a ti s f a c ti o n P r o b l e m s

𝐺 : 𝐾 (𝑇 ) → 𝑛 (𝑌 ) b et w e e n t h e v e rt e x s et s t h at p r e s e r v e s e d g e s, i. e., (𝑇, 𝑛 ) ∈
𝑃 (𝑇 ) i m pli e s ( 𝒖 (𝑔 ), 𝜋 (𝑆 )) ∈ 𝐶 (𝐶 ); w e w rit e 𝐶 → 𝑘 if s u c h a h o m o m o r p hi s m
e xi st s. T h r o u g h o ut t hi s w o r k, w e a s s u m e all g r a p h s t o b e fi nit e a n d u n di r e ct e d
a n d w e t r e at t h e m a s s y m m et ri c bi n a r y r el ati o n al st r u ct u r e s, i. e., w e vi e w
t h e e d g e s et 𝑐 (𝑐 ) a s a s u b s et of 𝑘 (𝑐 ) × 𝑘 ((︁ ) t h at s ati s fi e s (𝑐, 𝑐 ) ∈ )︁ (𝑘 )
if a n d o nl y if (𝑐, 𝑓 ) ∈ 𝐺 (𝐻 ), a n d w e all o w l o o p s, i. e., e d g e s of t h e f o r m
(𝑣, 𝑣 ). A g r a p h h o m o m o r p hi s m 𝑓 : 𝐺 → 𝐻 i s al s o c all e d a n 𝐻 -c ol o uri n g
of 𝐺 si n c e a 𝑘 - c ol o u ri n g of 𝐺 i s t h e s a m e a s a h o m o m o r p hi s m f r o m 𝐺 t o
t h e c o m pl et e (l o o pl e s s) g r a p h 𝐾 𝑘 o n 𝑘 v e rti c e s. V a stl y g e n e r ali si n g t h e f a ct
t h at 𝑘 - c ol o u ri n g i s N P - h a r d if 𝑘 ≥ 3 , a n d i n P if 𝑘 ≤ 2 , H ell a n d N e š et řil
[H N 9 0 ] p r o v e d t h e f oll o wi n g di c h ot o m y: F o r e v e r y fi x e d g r a p h 𝐻 , d e ci di n g
w h et h e r a gi v e n i n p ut g r a p h a d mit s a n 𝐻 - c ol o u ri n g i s N P - c o m pl et e, u nl e s s
𝐻 i s bi p a rtit e o r h a s a l o o p, i n w hi c h c a s e t h e p r o bl e m i s i n P . A n al o g o u sl y
t o a p p r o xi m at e g r a p h c ol o u ri n g, it i s n at u r al t o c o n si d e r t h e c o m pl e xit y of
t h e f oll o wi n g pr o mise gr a p h h o m o m or p his m pr o ble m : Fi x t w o g r a p h s 𝐺 a n d
𝐻 s u c h t h at 𝐺 → 𝐻 . W h at i s t h e c o m pl e xit y of 𝐻 - c ol o u ri n g g r a p h s t h at
a r e p r o mi s e d t o b e 𝐺 - c ol o u r a bl e ? M o r e p r e ci s el y, w e c o n si d e r t h e d e ci si o n
v e r si o n of t hi s p r o bl e m, d e n ot e d b y P C S P (𝐺, 𝐻 ): Gi v e n a n i n p ut g r a p h 𝐼 ,
o ut p ut Y E S if 𝐼 → 𝐺 a n d N O if 𝐼 ̸ →𝐻 ( n o o ut p ut i s r e q ui r e d if n eit h e r i s t h e
c a s e). B r a k e n si e k a n d G u r u s w a mi c o nj e ct u r e d [ B G 2 1 , C o nj e ct u r e 1. 2] t h at
P C S P (𝐺, 𝐻 ) i s N P - h a r d f o r all n o n- bi p a rtit e, l o o pl e s s g r a p h s 𝐺 a n d 𝐻 (i. e.,
u nl e s s t h e p r o bl e m i s g u a r a nt e e d t o li e i n P b y t h e H ell – N e š et řil di c h ot o m y).

A s a fi r st st e p t o w a r d s t h e B r a k e n si e k – G u r u s w a mi c o nj e ct u r e, K r o k hi n a n d
O p r š al [ K O 1 9 ] s h o w e d t h at P C S P (𝐺, 𝐾 3 ) i s N P - h a r d f o r e v e r y 3 - c ol o u r a bl e
n o n- bi p a rtit e g r a p h 𝐺 . T h ei r p r o of w a s b a s e d o n i d e a s f r o m al g e b r ai c t o p ol-
o g y; t hi s t o p ol o gi c al i nt uiti o n w a s f o r m ali s e d b y Wr o c h n a a n d Ži v n ý [ W Ž 2 0 ]
( a n d i n t h e j oi nt j o u r n al v e r si o n [K O W Ž 2 3 ]). W e e xt e n d t hi s t o 4 - c ol o u ri n g
([ A F O+ 2 5]):

T h e or e m 2. 1. 1. Let 𝐺 be a n o n- bi p artite 4- c ol o ur a ble gr a p h. T he n P C S P (𝐺, 𝐾 4 ) is
N P - h ar d.

M o r e g e n e r all y, g r a p h c ol o u ri n g i s a s p e ci al c a s e of t h e c o nstr ai nt s atisf a cti o n
pr o ble m (C S P ), w hi c h h a s s e v e r al di ff e r e nt, b ut e q ui v al e nt f o r m ul ati o n s. F o r
u s, t h e m o st r el e v a nt f o r m ul ati o n i s i n t e r m s of h o m o m o r p hi s m s b et w e e n
r el ati o n al st r u ct u r e s. T h e g e n e r al f o r m ul ati o n of t h e c o n st r ai nt s ati sf a cti o n
p r o bl e m i s t h e n a s f oll o w s ( s e e S e cti o n 2. 2. 1 f o r m o r e d et ail s): Fi x a r el ati o n al
st r u ct u r e A ( e. g., a g r a p h, o r a u nif o r m h y p e r g r a p h), w hi c h p a r a m et ri s e s t h e
p r o bl e m. C S P (A ) i s t h e n t h e p r o bl e m of d e ci di n g w h et h e r a gi v e n st r u ct u r e
X all o w s a h o m o m o r p hi s m X → A . O n e of t h e c el e b r at e d r e s ult s i n t h e
c o m pl e xit y t h e o r y of C S P s i s t h e Di c h ot o m y T h e o r e m of B ul at o v [ B ul 1 7 ]
a n d Z h u k [ Z h u 2 0 ], w hi c h a s s e rt s t h at f o r e v e r y fi nit e r el ati o n al st r u ct u r e A ,
C S P (A ) i s eit h e r N P - c o m pl et e, o r s ol v a bl e i n p ol y n o mi al ti m e.

T h e f r a m e w o r k of C S P s c a n b e e xt e n d e d t o pr o mise c o nstr ai nt s atisf a cti o n
pr o ble ms (P C S P s), w hi c h i n cl u d e a p p r o xi m at e g r a p h c ol o u ri n g. P C S P s w e r e
fi r st i nt r o d u c e d b y A u st ri n, G u r u s w a mi, a n d H å st a d [ A G H 1 7 ], a n d t h e
g e n e r al t h e o r y of t h e s e p r o bl e m s w a s f u rt h e r d e v el o p e d b y B r a k e n si e k a n d
G u r u s w a mi [ B G 2 1 ], a n d b y B a rt o, B ulí n, K r o k hi n, a n d O p r š al [B B K O 2 1 ].
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2. 1. I nt r o d u cti o n

F o r m all y, a P C S P i s p a r a m et ri s e d b y t w o r el ati o n al st r u ct u r e s A a n d B s u c h
t h at t h e r e e xi st s a h o m o m o r p hi s m A → B . Gi v e n a n i n p ut st r u ct u r e X , t h e
g o al i s t h e n t o di sti n g ui s h b et w e e n t h e c a s e t h at t h e r e i s a h o m o m o r p hi s m
X → A , a n d t h e c a s e t h at t h e r e d o e s n ot e v e n e xi st a h o m o m o r p hi s m
X → B (t h e s e c a s e s a r e di sti n ct b ut n ot n e c e s s a ril y c o m pl e m e nt a r y, a n d n o
o ut p ut i s r e q ui r e d i n c a s e n eit h e r h ol d s); w e d e n ot e t hi s d e ci si o n p r o bl e m b y
P C S P (A , B ).

P C S P s e n c a p s ul at e a wi d e v a ri et y of p r o bl e m s, i n cl u di n g v e r si o n s of h y p e r-
g r a p h c ol o u ri n g st u di e d b y Di n u r, R e g e v, a n d S m yt h [ D R S 0 5 ] a n d B r a k e n si e k
a n d G u r u s w a mi [ B G 1 6 ]. A v a ri a nt of h y p e r g r a p h c ol o u ri n g t h at i s cl o s el y
c o n n e ct e d t o a p p r o xi m at e g r a p h c ol o u ri n g a n d g e n e r ali s e s ( m o n ot o n e 1 )
1-i n- 3- S A T i s li ne arl y or dere d ( L O) h y per gr a p h c ol o uri n g. A li n e a rl y o r d e r e d 𝐺 -
c ol o u ri n g of a h y p e r g r a p h 𝐾 i s a n a s si g n m e nt of t h e c ol o u r s [ 𝑇 ] = { 1 , . . . , 𝑛}
t o t h e v e rti c e s of 𝑌 s u c h t h at, f o r e v e r y h y p e r e d g e, t h e m a xi m al c ol o u r
a s si g n e d t o el e m e nt s of t h at h y p e r e d g e o c c u r s e x a ctl y o n c e. N ot e t h at f o r
g r a p h s, li n e a rl y o r d e r e d c ol o u ri n g i s t h e s a m e a s o r di n a r y g r a p h c ol o u ri n g.
M o r e o v e r, L O 2- c ol o u ri n g of 3- u nif o r m h y p e r g r a p h s c o r r e s p o n d s t o ( m o n o-
t o n e) 1-i n- 3- S A T, b y vi e wi n g t h e e d g e s of t h e h y p e r g r a p h a s cl a u s e s. I n t h e
p r e s e nt w o r k, w e f o c u s o n 3 - u nif o r m h y p e r g r a p h s: w h et h e r s u c h a g r a p h
h a s a n L O 𝑇 - c ol o u ri n g c a n b e e x p r e s s e d a s C S P (L O 𝑛 ) f o r a s p e ci fi c r el ati o n al
st r u ct u r e L O 𝑃 wit h o n e t e r n a r y r el ati o n ( s e e S e cti o n 2. 2. 1). I n p a rti c ul a r,
1-i n- 3- S A T c o r r e s p o n d s t o C S P (L O 2 ).

2

T h e p r o mi s e v e r si o n of L O h y p e r g r a p h c ol o u ri n g w a s i nt r o d u c e d b y B a rt o,
B atti st elli, a n d B e r g [ B B B 2 1 ], w h o st u di e d t h e pr o mise 1-i n- 3- S A T p r o bl e m.
M o r e p r e ci s el y, l et B b e a fi x e d t e r n a r y st r u ct u r e s u c h t h at t h e r e i s a h o m o-
m o r p hi s m L O 2 → B . T h e n P C S P (L O 2 , B ) i s t h e f oll o wi n g d e ci si o n p r o bl e m:
Gi v e n a n i n st a n c e X of 1-i n- 3- S A T, di sti n g ui s h b et w e e n t h e c a s e t h at X i s
s ati s fi a bl e, a n d t h e c a s e t h at t h e r e i s n ot e v e n a h o m o m o r p hi s m X → B . F o r
st r u ct u r e s B wit h t h r e e el e m e nt s, B a rt o et al. [ B B B 2 1 ] o bt ai n e d a n al m o st
c o m pl et e di c h ot o m y; t h e o nl y r e m ai ni n g u n r e s ol v e d c a s e i s B = L O 3 , i. e., t h e
c o m pl e xit y of P C S P (L O 2 , L O 3 ). T h e y c o nj e ct u r e d t h at t hi s p r o bl e m i s N P -
h a r d, a n d m o r e g e n e r all y t h at P C S P (L O 𝑇 , L O 𝒖 ) i s N P - h a r d f o r all 𝑔 ≥ 𝜋 ≥ 2
( s e e R ef e r e n c e [B B B 2 1 , C o nj e ct u r e 2 7]). S u b s e q u e ntl y, t h e f oll o wi n g c o nj e c-
t u r e e m e r g e d a n d ci r c ul at e d a s f ol kl o r e ( fi r st f o r m all y st at e d b y N a k aji m a
a n d Ži v n ý [ N Ž 2 3 a ]): P C S P (L O 2 , B ) i s eit h e r s ol v e d b y t h e a ffi ne i nte ger pr o-
gr a m mi n g rel a x ati o n , o r N P - h a r d. ( S e e Ci a r d o, K o zi k, K r o k hi n, N a k aji m a, a n d
Ži v n ý [ C K K + 2 3] f o r r e c e nt p r o g r e s s i n t hi s di r e cti o n.)

P r o mi s e L O h y p e r g r a p h c ol o u ri n g w a s f u rt h e r st u di e d b y N a k aji m a a n d
Ži v n ý [ N Ž 2 3 b ], w h o f o u n d cl o s e c o n n e cti o n s b et w e e n p r o mi s e L O h y p e r-
g r a p h c ol o u ri n g a n d a p p r o xi m at e g r a p h c ol o u ri n g. I n p a rti c ul a r, t h e y p r o vi d e
a p ol y n o mi al ti m e al g o rit h m f o r L O- c ol o u ri n g 2- c ol o u r a bl e 3- u nif o r m h y p e r-

1 I n t h e p r e s e nt w o r k, w e will o nl y c o n si d e r t h e m o n ot o n e v e r si o n of 1-i n- 3- S A T, i. e.,
t h e c a s e w h e r e cl a u s e s c o nt ai n n o n e g at e d v a ri a bl e, a n d w e will oft e n o mit t h e a dj e cti v e
“ m o n ot o n e ” i n w h at f oll o w s.

2 O b s e r v e t h at t hi s n oti o n c o r r e s p o n d s e x a ctl y t o t h e n oti o n of U ni q ue M a xi m u m C ol o ur-
i n g [C K P 1 3 ] — h o w e v e r, i n t h e c o nt e xt of p r o mi s e C S P s t h e s e w e r e fi r st i d e nti fi e d b y [B B B 2 1 ],
a n d t h u s w e f oll o w t h ei r t e r mi n ol o g y. W e t h a n k D ö m öt ö r P ál v öl g yi f o r i nf o r mi n g u s t h at
L O c ol o u ri n g s w e r e al s o st u di e d u n d e r t hi s n a m e.
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g r a p h s wit h a s u p e r c o n st a nt n u m b e r of c ol o u r s, b y a d a pti n g m et h o d s u s e d f o r
si mil a r al g o rit h m s f o r a p p r o xi m at e g r a p h c ol o u ri n g, e. g., [ Bl u 9 4 , K T 1 7 ]. T h e
n u m b e r of c ol o u r s u s e d w a s t h e n r e d u c e d b y H å st a d, M a rti n s s o n, N a k aji m a
a n d Ži v n ý [ H M N Ž 2 4] t o l o g2 (𝐺 ). I n t h e ot h e r di r e cti o n, t h e N P - h a r d n e s s of
P C S P (L O 𝐾 , L O 𝑇 ) f o r 4 ≤ 𝑛 ≤ 𝑌 f oll o w s r el ati v el y e a sil y f r o m t h e N P - h a r d n e s s
of t h e a p p r o xi m at e g r a p h c ol o u ri n g P C S P (𝑇 𝑛 − 1 , 𝑃𝑇 − 1 ), a s w a s o b s e r v e d b y
N a k aji m a a n d Ži v n ý a n d b y A u st ri n ( p e r s o n al c o m m u ni c ati o n s). 3

O u r r e s ult wit hi n t hi s b o d y of w o r k i s t h e f oll o wi n g, w hi c h c a n n ot b e o bt ai n e d
u si n g t h e s e a r g u m e nt s.

T h e or e m 2. 1. 2. P C S P (L O 3 , L O 4 ) is N P - c o m plete.

T h e p r o of of b ot h T h e o r e m s 2. 1. 1 a n d 2. 1. 2 a r e st r u ct u r all y v e r y si mil a r a n d
mi r r o r t h e a r g u m e nt i n [ K O W Ž 2 3 ], h o w e v e r t h e y r e q ui r e b ot h m o r e s o p hi sti-
c at e d t o ol s f r o m al g e b r ai c t o p ol o g y a n d si g ni fi c a ntl y di ff e r e nt c o m bi n at o ri al
a r g u m e nt s t o o bt ai n t h e cl ai m e d r e s ult s. T h e o utli n e of t h e p r o of s, a s w ell a s
a m o r e p r e ci s e c o m p a ri s o n wit h t h e t o p ol o gi c al a p p r o a c h of [ K O W Ž 2 3 ] will
b e p r e s e nt e d i n d et ail i n C h a pt e r 3.

2. 2 Pr eli mi n ari e s

W e u s e t h e n ot ati o n [𝒖 ] f o r t h e 𝑔 - el e m e nt s et { 1 , . . . , 𝜋} . W e i d e ntif y t u pl e s
𝑆 ∈ 𝐶 𝐶 wit h f u n cti o n s 𝐶 : [𝑘 ] → 𝑐 , a n d w e u s e t h e n ot ati o n 𝑐 𝑘 f o r t h e 𝑐t h
e nt r y of a t u pl e. W e d e n ot e t h e i d e ntit y f u n cti o n o n a s et 𝑘 b y 1 (︁ .

2. 2. 1 Pr o mi s e C S P s

W e st a rt b y r e c alli n g s o m e f u n d a m e nt al n oti o n s f r o m t h e t h e o r y of p r o mi s e
c o n st r ai nt s ati sf a cti o n p r o bl e m s, f oll o wi n g t h e p r e s e nt ati o n of [ B B K O 2 1 ] a n d
[ K O 2 2].

A rel ati o n al str u ct ure i s a t u pl e A = (𝑐 ; 𝑐 A
1

, . . . , )︁A
𝑘
), w h e r e 𝑐 i s a s et, a n d

𝑓 A
𝐺

⊆ 𝐻 a r (𝑣 𝑣) i s a r el ati o n of a rit y a r (𝑓 𝐺). T h e si g n at ure of A i s t h e t u pl e

(a r (𝐻 1 ), . . . , a r (𝐻 𝐺 )). F o r t w o r el ati o n al st r u ct u r e s A = (𝑘 ; 𝐺 A
1

, . . . , 𝐺A
𝐾
) a n d

B = (𝑘 ; 𝑘 B
1
, . . . , 𝑘B

𝑘
) wit h t h e s a m e si g n at u r e, a h o m o m or p his m f r o m A t o B ,

d e n ot e d ℎ : A → B , i s a f u n cti o n ℎ : 𝑘 → 𝐻 t h at p r e s e r v e s all r el ati o n s: f o r
e a c h 𝐻 ∈ [ 𝐻 ] a n d 𝐺 ∈ 𝐻 A

𝐺
, if w e l et ℎ (𝐻 ) d e n ot e t h e c o m p o n e nt wi s e a p pli c ati o n

of ℎ o n t h e el e m e nt s of 𝐻 , t h e n ℎ (𝐺 ) ∈ 𝐺 B
𝐻
. T o e x p r e s s t h e m e r e e xi st e n c e of

s u c h a h o m o m o r p hi s m, w e will u s e t h e n ot ati o n A → B . W e d e n ot e t h e s et
of all h o m o m o r p hi s m s f r o m A t o B b y h o m (A , B ).

N ot e t h at g r a p h s fit i n t h e g e n e r al f r a m e w o r k of r el ati o n al st r u ct u r e s. I n f a ct,
a g r a p h c a n b e i nt e r p r et e d, i n t hi s l a n g u a g e, a s a r el ati o n al st r u ct u r e wit h a
si n gl e r el ati o n of a rit y 2 (t h at i s s y m m et ri c si n c e w e f o c u s o nl y o n u n o ri e nt e d
g r a p h s).

3 T o s e e w h y, o b s e r v e t h at (L O 𝐼 , L O 𝐼 ) p r o mi s e p ri miti v e- p o siti v e d e fi n e s (𝐺 𝐼 − 1 , 𝐻𝐺 − 1 ); i n
p a rti c ul a r, w e c a n d e fi n e 𝐻 ≠ 𝐺 b y ∃ 𝐻 · 𝐺 (𝐾, 𝐺, 𝐺 ) ∧ 𝐺 (𝐾, 𝑧, 𝑦 ) ∧ 𝑅 (𝑥, 𝑦, 𝑧 ). W e t h e n s e e t h at if
𝑅 i s i nt e r p r et e d i n L O 𝑘 , t h e n t h e r e q ui r e d 𝑧 e xi st s if a n d o nl y if 𝑥 ≠ 𝑦 , a s r e q ui r e d.
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2. 2. P r eli mi n a ri e s

T h e ot h e r t y p e of r el ati o n al st r u ct u r e s w e will f o c u s o n i s st r u ct u r e s wit h
a si n gl e t e r n a r y r el ati o n 𝐺 : p ai r s (𝐾 ; 𝑇 A ) wit h 𝑛 A ⊆ 𝑌 3 . M o r e o v e r, m o st
st r u ct u r e s i n t hi s c o nt e xt h a v e a s y m metri c r el ati o n, w h e r e t h e r el ati o n 𝑇 A i s
i n v a ri a nt u n d e r p e r m uti n g c o o r di n at e s. S u c h st r u ct u r e s c a n b e al s o vi e w e d
a s 3- u nif o r m h y p e r g r a p h s, k e e pi n g i n mi n d t h at e d g e s of t h e f o r m (𝑛, 𝑃, 𝑇 )
a r e all o w e d.

D e fi niti o n 2. 2. 1 ( P r o mi s e C S P). Fi x t w o r el ati o n al st r u ct u r e s s u c h t h at
A → B . T h e pr o mise C S P wit h t e m pl at e (A , B ), d e n ot e d b y P C S P (A , B ), i s a
c o m p ut ati o n al p r o bl e m t h at h a s t w o v e r si o n s:

• I n t h e se arc h v e r si o n of t h e p r o bl e m, w e a r e gi v e n a r el ati o n al st r u ct u r e
I wit h t h e s a m e si g n at u r e a s A a n d B , w e a r e p r o mi s e d t h at I → A , a n d
w e a r e t a s k e d wit h fi n di n g a h o m o m o r p hi s m ℎ : I → B .

• I n t h e de cisi o n v e r si o n of t h e p r o bl e m, w e a r e gi v e n a r el ati o n al st r u ct u r e
I, a n d w e m u st a n s w e r Yes if I → A , a n d N o if I ̸ →B . ( T h e s e c a s e s a r e
m ut u all y e x cl u si v e si n c e A → B a n d h o m o m o r p hi s m s c o m p o s e.)

T h e d e ci si o n v e r si o n r e d u c e s t o t h e s e a r c h v e r si o n; t h u s f o r p r o vi n g t h e
h a r d n e s s of b ot h v e r si o n s of p r o bl e m s, it i s s u ffi ci e nt t o p r o v e t h e h a r d n e s s
of t h e d e ci si o n v e r si o n of t h e p r o bl e m — a n d i n o r d e r t o p r o v e t r a ct a bilit y of
b ot h v e r si o n s, it i s e n o u g h t o p r o vi d e a n e ffi ci e nt al g o rit h m f o r t h e s e a r c h
v e r si o n.

T o c o m pl et e t hi s s e cti o n, w e d e fi n e t h e r el ati o n al st r u ct u r e L O 𝒖 t h at a p p e a r s
i n o u r m ai n r e s ult. L et 𝑔 ∈ N , 𝜋 ≥ 2 . T h e n t h e d o m ai n of L O 𝑆 i s [ 𝐶 ], a n d L O 𝐶

h a s o n e t e r n a r y r el ati o n, c o nt ai ni n g p r e ci s el y t h o s e t ri pl e s (𝐶, 𝑘, 𝑐 ) w hi c h
c o nt ai n a u ni q ue m a xi m u m . I n ot h e r w o r d s, (𝑐, 𝑘, 𝑐 ) ∈ 𝑘 L O (︁ if a n d o nl y if
𝑐 = 𝑐 < )︁ , o r 𝑘 = 𝑐 < 𝑓 , o r 𝐺 = 𝐻 < 𝑣 , o r all t h r e e el e m e nt s 𝑣, 𝑓, 𝐺 a r e di sti n ct.
F o r e x a m pl e, (1 , 1 , 2 ) o r (1 , 2 , 3 ) a r e t ri pl e s of t h e r el ati o n of L O 3 , b ut n ot
(2 , 2 , 1 ).

2. 2. 2 P ol y m or p hi s m s a n d a h ar d n e s s c o n diti o n

O u r p r o of of T h e o r e m 2. 1. 1 u s e s a h a r d n e s s c rit e ri o n ( T h e o r e m 2. 2. 1 b e-
l o w) o bt ai n e d a s p a rt of a g e n e r al al g e b r ai c t h e o r y of P C S P s d e v el o p e d b y
[ B B K O 2 1], w hi c h w e will b ri e fl y r e vi e w.

D e fi niti o n 2. 2. 2. Gi v e n a st r u ct u r e A , w e d e fi n e it s 𝐻 -f ol d p o wer t o b e t h e
st r u ct u r e A 𝐻 wit h t h e d o m ai n 𝐺 𝑘 a n d

𝐺 A 𝐺

𝐾 = {( 𝑘 1 , . . . , 𝑘a r (𝑘 𝑘)) | (𝑘 1 ( 𝐻), . . . , 𝐻a r (𝐻 𝐺)( 𝐻)) ∈ 𝐺 A f o r all 𝐻 ∈ [ 𝐻 ] }

f o r e a c h 𝐺.

A n 𝐺 - a r y p ol y m or p his m f r o m a st r u ct u r e A t o a st r u ct u r e B i s a h o m o m o r p hi s m
f r o m A 𝐻 t o B . W e d e n ot e t h e s et of all p ol y m o r p hi s m s f r o m A t o B b y p ol (A , B ),

a n d t h e s et of all 𝐼 - a r y p ol y m o r p hi s m s b y p ol (𝐼 )(A , B ).4

4 U nt r a diti o n all y, w e u s e l o w e r c a s e n ot ati o n f o r p ol y m o r p hi s m s t o hi g hli g ht t h at w e a r e
n ot c o n si d e ri n g a n y t o p ol o g y o n t h e m c o nt r a r y t o t h e h o m o m o r p hi s m c o m pl e x e s i nt r o d u c e d
b el o w.
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2. P r o mi s e C o n s t r ai n t S a ti s f a c ti o n P r o b l e m s

C o n c r et el y, i n t h e c o nt e xt of g r a p h s, a 𝐺 - a r y p ol y m o r p hi s m f r o m 𝐾 t o 𝑇
i s a m a p 𝑛 : 𝑌 (𝑇 )𝑛 → 𝑃 (𝑇 ) s u c h t h at ( 𝒖 (𝑔 1 , . . . , 𝜋𝑆 ), 𝐶 (𝐶 1 , . . . , 𝐶𝑘 )) ∈ 𝑐 (𝑐 )
w h e n e v e r (𝑘 1 , 𝑐1 ), . . . , (𝑘 (︁ , 𝑐𝑐 ) ∈ )︁ (𝑘 ).

Si mil a rl y, i n t h e s p e ci al c a s e of st r u ct u r e s wit h a t e r n a r y r el ati o n, a p ol y-
m o r p hi s m i s a m a p pi n g 𝑐 : 𝑓 𝐺 → 𝐻 s u c h t h at, f o r all s e q u e n c e s of t ri pl e s
(𝑣 1 , 𝑣1 , 𝑓1 ), . . . , (𝐺 𝐻 , 𝐻𝐺 , 𝑘𝐺 ) ∈ 𝐺 A , w e h a v e

( 𝐾 (𝑘 1 , . . . , 𝑘𝑘 ), 𝑘 (𝑘 1 , . . . , 𝐻𝐻 ), 𝐻 (𝐺 1 , . . . , 𝐻𝐺 )) ∈ 𝐻 B .

L et 𝐻 : [𝐺 ] → [𝐺 ], a n d l et 𝐻 a n d 𝐼 b e s et s. T h e 𝐼 - mi n or of a f u n cti o n 𝐺 : 𝐼 𝐻 →
𝐺 i s t h e f u n cti o n 𝐻 𝐺 : 𝐻 𝐺 → 𝐾 gi v e n b y 𝐺 𝐺 (𝐺 1 , . . . , 𝐾𝑧 ) = 𝑦 (𝑅 𝑥 (1 ) , . . . , 𝑦𝑧 (𝑅 )) f o r
all 𝑘 1 , . . . , 𝑧𝑥 ∈ 𝑦 ( e q ui v al e ntl y, if w e vi e w el e m e nt s of 𝑥 ∈ 𝐴 𝑛 a s f u n cti o n s
𝑥 : [𝑛 ] → 𝐴 , t h e n 𝑓 𝜋 (𝑥 ) = 𝑓 (𝑥 ◦ 𝜋 )). A s u b s et of t h e s et of all f u n cti o n s
{ 𝑓 : 𝐴 𝑛 → 𝐵, 𝑛 > 0 } t h at i s n o n- e m pt y a n d cl o s e d u n d e r t a ki n g mi n o r s i s
c all e d a f u n cti o n mi ni o n. F o r e x a m pl e, it i s e a s y t o s e e t h at p ol (A , B ) h a s
t hi s p r o p e rt y w h e n e v e r A a n d B a r e r el ati o n al st r u ct u r e s s u c h t h at A → B .
A b st r a cti n g f r o m t hi s, w e a r ri v e at t h e f oll o wi n g n oti o n:

D e fi niti o n 2. 2. 3. A n ( a bstr a ct) mi ni o n ℳ i s a c oll e cti o n of n o n- e m pt y s et s
ℳ (𝑛 ), w h e r e 𝑛 > 0 i s a n i nt e g e r, a n d m a p pi n g s

𝜋 ℳ : ℳ (𝑛 ) → ℳ (𝑚 ) ,

f o r 𝜋 : [𝑛 ] → [𝑚 ], w hi c h s ati sf y 𝜋 ℳ ◦ 𝜎 ℳ = (𝜋 ◦ 𝜎 )ℳ w h e n e v e r 𝜋 ◦ 𝜎 i s d e fi n e d,
a n d (1 [𝑛 ])

ℳ = 1 ℳ (𝑛 ) . W e will oft e n w rit e 𝑓 𝜋 i n st e a d of 𝜋 ℳ ( 𝑓 ), a n d c all t hi s
el e m e nt t h e 𝜋 - mi n o r of 𝑓 .

A mi ni o n h o m o m or p his m f r o m a mi ni o n ℳ t o a mi ni o n 𝒩 i s a c oll e cti o n of
m a p pi n g s 𝜉 𝑛 : ℳ (𝑛 ) → 𝒩 (𝑛 ) t h at p r e s e r v e t a ki n g mi n o r s, i. e., s u c h t h at f o r
e a c h 𝜋 : [𝑛 ] → [𝑚 ], 𝜉 𝑚 ◦ 𝜋 ℳ = 𝜋 𝒩 ◦ 𝜉 𝑛 . W e d e n ot e s u c h a h o m o m o r p hi s m
si m pl y b y 𝜉 : ℳ → 𝒩 , a n d w rit e 𝜉 ( 𝑓 ) i n st e a d of 𝜉 𝑛 ( 𝑓 ) w h e n t h e i n d e x i s
cl e a r f r o m t h e c o nt e xt.

Gi v e n a mi ni o n ℳ , a n el e m e nt 𝑓 ∈ ℳ (𝑛 ) i s s ai d t o h a v e esse nti al arit y at m ost 𝑘
if it i s a mi n o r of a n el e m e nt 𝑔 ∈ ℳ ( 𝑘 ). If t h e r e i s a b o u n d 𝑁 , s u c h t h at e v e r y
el e m e nt of ℳ h a s e s s e nti al a rit y at m o st 𝑁 , ℳ i s s ai d t o h a v e b o u n de d esse nti al
arit y . A n el e m e nt 𝑓 ∈ ℳ (𝑛 ) i s c o nst a nt if all it s mi n o r s c oi n ci d e, i. e., 𝑓 𝜋 = 𝑓 𝜎

f o r all 𝑚 > 0 a n d 𝜋 , 𝜎 : [𝑛 ] → [𝑚 ]. F o r e x a m pl e, i n f u n cti o n mi ni o n s, b ei n g
c o n st a nt c oi n ci d e s wit h t h e u s u al n oti o n of b ei n g a c o n st a nt f u n cti o n, a n d
if a f u n cti o n 𝑓 : 𝐴 𝑛 → 𝐵 d e p e n d s o nl y o n a s u b s et of v a ri a bl e s wit h i n di c e s
{ 𝑖1 , . . . , 𝑖𝑘 } , t h e n 𝑓 (𝑥 1 , . . . , 𝑥𝑛 ) = 𝑔 (𝑥 𝑖1 , . . . , 𝑥𝑖𝑘 ), s o 𝑓 i s of a rit y at m o st 𝑘 . I n
t h e p r o of of h a r d n e s s f o r P C S P (𝐶 ℓ , 𝐾4 ) w e r el y o n t h e f oll o wi n g h a r d n e s s
c rit e ri o n. 5

T h e or e m 2. 2. 1 ([B B K O 2 1 , P r o p o siti o n 5. 1 4]). Let 𝐺 a n d 𝐻 be t w o gr a p hs s u c h
t h at 𝐺 → 𝐻 . If t here e xists a mi ni o n h o m o m or p his m

𝜉 : p ol(𝐺, 𝐻 ) → ℬ

f or s o me mi ni o n ℬ of b o u n de d esse nti al arit y w hi c h d oes n ot c o nt ai n a c o nst a nt,
t he n P C S P (𝐺, 𝐻 ) is N P - c o m plete.

5 H e r e st at e d i n t h e g r a p h c a s e, b ut t h e r e s ult h ol d s f o r g e n e r al r el ati o n al st r u ct u r e s.
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2. 3. T o p ol o g y a n d H o m o m o r p hi s m C o m pl e x e s

A n i m p o rt a nt e x a m pl e i s t h e mi ni o n of p r oj e cti o n s d e n ot e d b y 𝐺 . A b st r a ctl y,
it c a n b e d e fi n e d b y 𝐾 (𝑇 ) = [𝑛 ] a n d 𝑌 𝑇 = 𝑛 . E q ui v al e ntl y, a n d p e r h a p s m o r e
c o n c r et el y, 𝑃 c a n al s o b e d e s c ri b e d a s f oll o w s: Gi v e n a fi nit e s et 𝑇 wit h at
l e a st t w o el e m e nt s a n d i nt e g e r s 𝒖 ≤ 𝑔 , t h e 𝜋-t h 𝑆 - a r y pr oje cti o n o n 𝐶 i s t h e
f u n cti o n 𝐶 𝐶 : 𝑘 𝑐 → 𝑐 d e fi n e d b y 𝑘 𝑐(𝑘 1 , . . . , (︁𝑐 ) = 𝑐 )︁. T h e s et of c o o r di n at e
p r oj e cti o n s i s cl o s e d u n d e r mi n o r s a s d e s c ri b e d a b o v e a n d f o r m s a mi ni o n
i s o m o r p hi c t o 𝑘 . I n p a rti c ul a r, 𝑐 i s al s o i s o m o r p hi c t o t h e p ol y m o r p hi s m
mi ni o n p ol (L O 2 , L O 2 ).

It i s cl e a r t h at a n y f u n cti o n i n a f u n cti o n mi ni o n i s o m o r p hi c t o 𝑓 h a s e s s e nti al
a rit y 1 , t h e r ef o r e w e i m m e di at el y g et t h e f oll o wi n g c o r oll a r y:

T h e or e m 2. 2. 2 ([B B K O 2 1 , c o r oll a r y of T h e o r e m 3. 1]). F or e ver y pr o mise te m pl ate
(A , B ) s u c h t h at t here is a mi ni o n h o m o m or p his m 𝐺 : p ol(A , B ) → 𝐻 , P C S P (A , B )
is N P - c o m plete.

T hi s will b e t h e h a r d n e s s c rit e ri o n w e u s e t o p r o v e T h e o r e m 2. 1. 2.

2. 3 T o p ol o g y a n d H o m o m or p hi s m C o m pl e x e s

W e r e vi e w a n u m b e r of t o p ol o gi c al n oti o n s t h at w e will n e e d i n w h at f oll o w s,
i n p a rti c ul a r t h e n oti o n of h o m o m or p his m c o m ple xes , a w ell- k n o w n c o n st r u cti o n
i n t o p ol o gi c al c o m bi n at o ri c s t h at g o e s b a c k t o t h e w o r k of L o v á s z [L o v 7 8 ]. W e
r ef e r t h e r e a d e r t o [ H at 0 2 ] a n d [M at 0 8 ] f o r a c c e s si bl e g e n e r al i nt r o d u cti o n s
t o al g e b r ai c t o p ol o g y a n d t o p ol o gi c al c o m bi n at o ri c s, r e s p e cti v el y, a n d t o
[ K o z 0 8] f o r a n i n- d e pt h t r e at m e nt of h o m o m o r p hi s m c o m pl e x e s.

Si m pli ci al s et s I n a p pli c ati o n s of t o p ol o gi c al m et h o d s i n c o m bi n at o ri c s
a n d t h e o r eti c al c o m p ut e r s ci e n c e, t o p ol o gi c al s p a c e s a r e oft e n s p e ci fi e d c o m-
bi n at o ri all y a s si m pli ci al c o m pl e x e s. F o r o u r p u r p o s e s, it will b e c o n v e ni e nt
t o w o r k i n st e a d wit h si m pli ci al sets , w hi c h g e n e r ali z e si m pli ci al c o m pl e x e s
i n a w a y a n al o g o u s t o h o w di r e ct e d m ulti g r a p h s g e n e r ali z e si m pl e g r a p h s.
Si m pli ci al s et s a r e a s o m e w h at l e s s c o m m o n n oti o n i n t o p ol o gi c al c o m bi n a-
t o ri c s, b ut pl a y a n i m p o rt a nt r ol e i n h o m ot o p y t h e o r y, s e e [Fri 1 2 ] f o r a g e ntl e
c o m bi n at o ri al i nt r o d u cti o n.

Si mil a rl y t o a si m pli ci al c o m pl e x, a si m pli ci al s et i s a c o m bi n at o ri al d e s c ri pti o n
of h o w t o b uil d a s p a c e f r o m v e rti c e s, e d g e s, t ri a n gl e s, a n d hi g h e r- di m e n si o n al
si m pli c e s. I nf o r m all y s p e a ki n g, w e vi e w t h e v e rt e x s et of e a c h 𝑣 - di m e n si o n al
si m pl e x a s t ot all y o r d e r e d ( e q ui v al e ntl y, l a b ell e d b y { 0 , 1 , . . . , 𝑣} ) a n d w e
a r e all o w e d t o gl u e si m pli c e s t o g et h e r b y li n e a r m a p s b et w e e n t h e m t h at
a r e gi v e n b y ( n ot n e c e s s a ril y st ri ctl y) m o n ot o n e m a p s b et w e e n t h ei r v e rt e x
s et s. O n t h e o n e h a n d, t hi s p e r mit s m o r e g e n e r al gl u ei n g s t h a n i n si m pli ci al
c o m pl e x e s ( w hi c h all o w s c o n st r u cti n g s p a c e s u si n g f e w e r si m pli c e s): f o r
i n st a n c e, w e m a y gl u e b ot h e n d p oi nt s of a n e d g e t o t h e s a m e v e rt e x ( c r e ati n g
a l o o p), o r gl u e t h e e n d p oi nt s of m ulti pl e e d g e s t o t h e s a m e p ai r of v e rti c e s,
o r w e m a y gl u e t h e t h e b o u n d a r y of a t ri a n gl e t o a si n gl e v e rt e x, f o r mi n g a
2 - di m e n si o n al s p h e r e 𝑓 2 . O n t h e ot h e r h a n d, t h e d e s c ri pti o n i s still p u r el y
c o m bi n at o ri al a n d, m o r e o v e r, r et ai n s t h e i nf o r m ati o n a b o ut t h e o r d e ri n g
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of t h e v e rti c e s of e a c h si m pl e x b ef o r e t h e gl u ei n g. T hi s yi el d s a n at u r al
n oti o n of p r o d u ct s of si m pli ci al s et s a n d will pl a y a n i m p o rt a nt r ol e i n t h e
c o m bi n at o ri al a r g u m e nt s b el o w.

D e fi niti o n 2. 3. 1. A si m pli ci al set 𝐺 i s gi v e n b y t h e f oll o wi n g d at a: Fi r st, a
c oll e cti o n of p ai r wi s e di sj oi nt s et s 𝐾 0 , 𝑇 1 , 𝑛 2 , . . . ; t h e el e m e nt s of 𝑌 𝑇 a r e c all e d
t h e 𝑛 -si m pli ces of 𝑃 . S e c o n d, f o r e v e r y p ai r of i nt e g e r s 𝑇, 𝒖 ≥ 0 a n d e v e r y ( n ot
n e c e s s a ril y st ri ctl y) m o n ot o n e m a p 𝑔 : { 0 , . . . , 𝜋} → { 0 , . . . , 𝑆} , t h e r e i s a
m a p 𝐶 𝐶 : 𝐶 𝑘 → 𝑐 𝑐 , s u c h t h at 1 𝑘

{ 0 ,..., 𝑐}
= 1 𝑘 (︁ a n d s u c h t h at (𝑐 ◦ 𝑐 ))︁ = 𝑘 𝑐 ◦ 𝑓 𝐺

w h e n e v e r t h e c o m p o siti o n i s d e fi n e d.

E v e r y si m pli ci al s et 𝐻 d e fi n e s a t o p ol o gi c al s p a c e |𝑣 |, t h e ge o metri c re ali z ati o n
of 𝑣 , w hi c h i s o bt ai n e d b y gl u ei n g g e o m et ri c si m pli c e s t o g et h e r a c c o r di n g
t o t h e c o m bi n at o ri al d at a i n 𝑓 ; w e r ef e r t o [Fri 1 2 , S e cti o n 4] f o r a p r e ci s e
d e fi niti o n. W e s a y t h at a si m pli ci al s et 𝐺 i s a tri a n g ul ati o n of a t o p ol o gi c al
s p a c e 𝐻 if |𝐻 | i s h o m e o m o r p hi c t o 𝐺 . A 𝑘 - si m pl e x 𝐺 ∈ 𝐺 𝐾 i s c all e d de ge ner ate
if 𝑘 = 𝑘 𝑘 (𝑘 ) f o r s o m e 𝑘 ∈ 𝐻 𝐻 a n d 𝐻 : { 0 , . . . , 𝐺} → { 0 , . . . , 𝐻} wit h 𝐺 < 𝐻 .
I n t h e g e o m et ri c r e ali z ati o n, d e g e n e r at e si m pli c e s a r e c oll a p s e d d o w n t o
l o w e r- di m e n si o n al si m pli c e s, a n d |𝐻 | i s t h e di sj oi nt u ni o n of t h e i nt e ri o r s of
n o n- d e g e n e r at e si m pli c e s; 6 h o w e v e r, d e g e n e r at e si m pli c e s pl a y a n i m p o rt a nt
r ol e i n s p e cif yi n g t h e gl u ei n g s a n d t h e c o m bi n at o ri al d at a k e e p s t r a c k of
t h e m. All si m pli ci al s et s w e will u s e h a v e o nl y fi nit el y m a n y n o n- d e g e n e r at e
si m pli c e s; t hi s i s e q ui v al e nt t o |𝐺 | b ei n g a c o m p a ct s p a c e. T h e di me nsi o n of a
si m pli ci al s et 𝐺 i s d e fi n e d a s t h e m a xi m u m di m e n si o n of a n o n- d e g e n e r at e
si m pl e x of 𝐻 .

A si m pli ci al m a p 𝐼 : 𝐼 → 𝐺 b et w e e n si m pli ci al s et s i s a c oll e cti o n of m a p s
𝐼𝐻 : 𝐺 𝐻 → 𝐺 𝐻 , 𝐺 > 0 , s u c h t h at 𝐾𝐺 ◦ 𝐺 𝐺 = 𝐾 𝑧 ◦ 𝑦𝑅 f o r all m o n ot o n e m a p s
𝑥 : { 0 , . . . , 𝑦} → { 0 , . . . , 𝑧} . E v e r y si m pli ci al m a p 𝑅 : 𝑘 → 𝑧 d e fi n e s a
c o nti n u o u s m a p | 𝑥 | : |𝑦 | → |𝑥 |. A n is o m or p his m of si m pli ci al s et s 𝐴 a n d 𝑛 i s
a si m pli ci al m a p 𝑥 : 𝑛 → 𝐴 wit h a si m pli ci al i n v e r s e 𝑓 : 𝜋 → 𝑥 ( 𝑓𝑥 i s i n v e r s e
t o 𝜋 𝑓 f o r all 𝐴 > 0 ).

Pr o d u ct s T h e p r o d u ct 𝑛 × 𝐵 of t w o si m pli ci al s et s 𝑛 a n d 𝑛 i s t h e si m pli ci al
s et w h o s e 𝑛 - si m pli c e s of 𝜋 × 𝑛 a r e o r d e r e d p ai r s (𝑚 , 𝜋 ), i. e., (𝑛 × 𝑚 )𝜋 = 𝜎 𝜋 × 𝜎 𝜋 ),
a n d 𝜎 𝑛 × 𝑛 (𝑓 , 𝜋 ) = (𝜋 𝑓 (𝜋 ), 𝑓 𝒩 (𝜉 )). O n t h e l e v el of g e o m et ri c r e ali z ati o n s, t hi s
c o r r e s p o n d s t o t h e u s u al p r o d u ct of t o p ol o gi c al s p a c e s, i. e., |𝑛 × 𝑛 | ≅ |𝒩 | ×|𝑛 |,
u n d e r s o m e mil d c o n diti o n s o n 𝜋 a n d 𝑛 t h at a r e s ati s fi e d f o r all si m pli ci al s et s
w e w o r k wit h ( e. g., if b ot h 𝑚 a n d 𝜉 a r e c o u nt a bl e, s e e [ Fri 1 2 , T h e o r e m 5. 2] f o r
a g e n e r al st at e m e nt). T h e 𝑚 t h p o w e r of a si m pli ci al s et 𝜋 i s 𝜋 𝒩 = 𝜉 × · · · × 𝑛
(t h e p r o d u ct of 𝜉 c o pi e s of 𝒩 ).

Gr o u p a cti o n s V a ri o u s o bj e ct s w e w o r k wit h i n t hi s t h e si s ( g r a p h s, r el ati o n al
st r u ct u r e s, si m pli ci al s et s, t o p ol o gi c al s p a c e s, et c.) h a v e a n at u r al s y m m et r y
gi v e n b y a n a cti o n of a c y cli c g r o u p ( eit h e r Z 2 w h e n w o r ki n g wit h g r a p h s o r
Z 3 w h e n d e ali n g wit h t h e a rit y 3 r el ati o n al st r u ct u r e s), w hi c h i s d e s c ri b e d
b y a st r u ct u r e- p r e s e r vi n g a ut o m o r p hi s m ( of o r d e r 2 o r 3 d e p e n di n g o n t h e

6 I n m o r e t e c h ni c al t e r m s, |𝜉 | i s a C W c o m pl e x wit h o n e 𝑓 - c ell f o r e a c h n o n- d e g e n e r at e
𝜉 - si m pl e x of 𝑛 .
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Fi g u r e 2. 1: T h e si m pli ci al s et Σ 2

c o nt e xt). F o r i n st a n c e, a Z 2 - a cti o n o n a si m pli ci al s et 𝐺 i s gi v e n b y a si m pli ci al
m a p 𝐾 : 𝑇 → 𝑛 t h at s ati s fi e s 𝑌 2 ≔ 𝑇 ◦ 𝑛 = 1 𝑃 (t h u s, 𝑇 i s n e c e s s a ril y a si m pli ci al
a ut o m o r p hi s m). W e m ai nl y w o r k wit h a cti o n s t h at a r e free, w hi c h f o r a cti o n s
of Z 2 o r Z 3 si m pl y m e a n s t h at 𝒖 h a s n o fi x e d p oi nt s. If (𝑔, 𝜋 𝑆 ) a n d (𝐶, 𝐶 𝐶 )
a r e si m pli ci al s et s wit h Z 𝑘 - a cti o n s, t h e n a si m pli ci al m a p 𝑐 : 𝑐 → 𝑘 i s c all e d
e q ui v ari a nt if it p r e s e r v e s t h e Z 𝑐 - s y m m et r y, i. e., 𝑘 ◦ (︁ 𝑐 = 𝑐 )︁ ◦ 𝑘 .

Z 𝑐 - a cti o n s o n r el ati o n al st r u ct u r e s ( b y i s o m o r p hi s m s) o r o n s p a c e s ( b y
h o m e o m o r p hi s m s), a n d t h e n oti o n s of e q ui v a ri a nt h o m o m o r p hi s m s a n d
e q ui v a ri a nt c o nti n u o u s m a p s, et c., a r e d e fi n e d a n al o g o u sl y.

R el ati o n al si m pli ci al s et s M o st si m pli ci al s et s w e t a k e i nt o c o n si d e r ati o n a r e
of t h e f oll o wi n g s p e ci al f o r m, w hi c h w e c all rel ati o n al ( a n o n- st a n d a r d t e r m):
T h e s et 𝑓 0 of v e rti c e s ( 0 - si m pli c e s) i s a fi nit e s et, a n d 𝐺 𝐻 ⊂ ( 𝑣 0 )

𝑣 + 1 i s a n (𝑓 + 1 )-
a r y r el ati o n, i. e., e v e r y 𝐺 - si m pl e x of 𝐻 i s a n o r d e r e d (𝐻 + 1 )-t u pl e [𝐺 0 , . . . , 𝑘𝐺 ]
of v e rti c e s ( w e u s e s q u a r e b r a c k et s a s a r e mi n d e r t h at w e vi e w t h e s e (𝐺 + 1 )-
t u pl e s a s si m pli c e s, a n d w e i d e ntif y e a c h el e m e nt 𝐾 ∈ 𝑘 0 wit h t h e si n gl et o n
t u pl e [𝑘 ]). M o r e o v e r, f o r e v e r y m o n ot o n e m a p 𝑘 : { 0 , . . . , 𝑘} → { 0 , . . . , 𝑘} ,
t h e m a p 𝐻 𝐻 i s d e fi n e d b y 𝐻 𝐺 ([𝐻 0 , . . . , 𝐺𝐻 ]) = [𝐻 𝐺 (0 ) , . . . , 𝐺𝐻 (𝐼 )]. T o g et a
si m pli ci al s et t hi s w a y, t h e c oll e cti o n of r el ati o n s 𝐼 𝐺 , 𝐼 > 0 , n e e d s t o b e cl o s e d
u n d e r t h e o p e r ati o n s 𝐻 𝐺 , i. e., if 𝐻 i s a si m pl e x of 𝐺 , t h e n a n y t u pl e o bt ai n e d
f r o m 𝐻 b y o mitti n g a n d / o r r e p e ati n g v e rti c e s wit h o ut c h a n gi n g t h ei r o r d e r
i s a si m pl e x a s w ell.

E x a m pl e 2. 3. 1 (Z 2 - s y m m et ri c t ri a n g ul ati o n s of s p h e r e s). W e d e fi n e a r el ati o n al
si m pli ci al s et Σ 2 t h at d e fi n e s a t ri a n g ul ati o n of t h e 2 - di m e n si o n al s p h e r e
𝐺 2 , t o g et h e r wit h a n at u r al Z 2 - a cti o n t h at c o r r e s p o n d s t o t h e a nti p o d al m a p
𝐾 ↦ → −𝐺 o n 𝐺 2 . T h e v e rt e x s et of Σ 2 i s Σ 2

0
= { • , • } ( w hi c h w e t hi n k of a s a

p ai r of a nti p o d al p oi nt s i n 𝐺 2 ), a n d Σ 2
𝐾 i s t h e s et of all (𝑧 + 1 )-t u pl e s of • a n d

• ’ s wit h at m o st 2 alt e r n ati o n s. T h u s, e. g., [• , • , • , • ] i s a 3 - si m pl e x of Σ 2 ,
b ut [• , • , • , • ] i s n ot. T h e Z 2 - a cti o n o n Σ 2 i s gi v e n b y t h e si m pli ci al m a p t h at
s w a p s t h e t w o v e rti c e s.

T hi s c o n st r u cti o n n at u r all y g e n e r ali s e s t o yi el d a s e q u e n c e of si m pli ci al s et s
Σ 0 ⊂ Σ 1 ⊂ Σ 2 ⊂ . . . , s u c h t h at Σ 𝑦 ( w h o s e si m pli c e s a r e t u pl e s wit h e nt ri e s i n
{ • , • } a n d at m o st 𝑅 alt e r n ati o n s) i s a t ri a n g ul ati o n of 𝑥 𝑦 . A si m pl e x of Σ 𝑧 i s
d e g e n e r at e if a n d o nl y if it c o nt ai n s t w o c o n s e c uti v e v e rti c e s of t h e s a m e c ol o r.
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T h u s, t h e o nl y n o n- d e g e n e r at e si m pli c e s of Σ 0 a r e t h e t w o v e rti c e s • , • ; Σ 1

a d diti o n all y h a s t w o n o n- d e g e n e r at e 1 - si m pli c e s [• , • ] a n d [• , • ] c o n n e cti n g
t h e s e t w o v e rti c e s ( g e o m et ri c all y, t hi s c o r r e s p o n d s t o t w o di sti n ct p at h s
b et w e e n a p ai r of a nti p o d al p oi nt s, e a c h f oll o wi n g h alf of a n e q u at o ri al ci r cl e
cl o c k wi s e); Σ 2 a d d s t w o n o n- d e g e n e r at e t ri a n gl e s [• , • , • ] a n d [• , • , • ] w hi c h
c o r r e s p o n d s t o gl u ei n g t h e n o rt h e r n a n d s o ut h e r n h e mi s p h e r e, r e s p e cti v el y
( s e e Fi g u r e 2. 1); Σ 3 a d d s t w o n o n- d e g e n e r at e 3- si m pli c e s; et c.

O bser v ati o n 1 . If 𝐺 i s a ( r el ati o n al)7 si m pli ci al s et t h e n a si m pli ci al m a p
𝐾 → Σ 2 i s c o m pl et el y d e s c ri b e d b y a 2 - c ol o u ri n g of t h e v e rt e x s et 𝑇 0

wit h c ol o u r s y ell o w o r bl u e. C o n v e r s el y, a 2 - c ol o u ri n g 𝑛 of 𝑌 0 d e fi n e s a
si m pli ci al m a p if a n d o nl y if t h e r e i s n o 3 - si m pl e x [𝑇 0 , 𝑛1 , 𝑃2 , 𝑇3 ] of 𝒖 s u c h t h at
[ 𝑔 (𝜋 0 ), 𝑆 (𝐶 1 ), 𝐶 (𝐶 2 ), 𝑘 (𝑐 3 )] h a s t h r e e alt e r n ati o n s (i s e q u al t o eit h e r [• , • , • , • ]
o r [• , • , • , • ]). M o r e o v e r, if Z 2 - a ct s o n 𝑐 b y a si m pli ci al i n v ol uti o n 𝑘 , t h e n
s u c h a 2 - c ol o u ri n g d e fi n e s a n e q ui v a ri a nt m a p if a n d o nl y if 𝑐 a n d 𝑘 ((︁ ) h a v e
di ff e r e nt c ol o u r s f o r e v e r y v e rt e x 𝑐 of 𝑐 .

Fi g u r e 2. 2: T h e si m pli ci al s et Θ 2 .

E x a m pl e 2. 3. 2 (Z 3 - s p a c e Θ 2 ). T h e st a n d a r d s p h e r e )︁ 2 d o e s n ot a d mit a n y f r e e
Z 3 a cti o n o n it s elf. T h e r ef o r e w e n e e d t o d e fi n e a n e w s p a c e t h at will pl a y
t h e s a m e r ol e w h e n d e ali n g wit h Z 3 : S u c h s p a c e i s t h e r el ati o n al si m pli ci al
s et Θ 2 t o g et h e r wit h a n at u r al Z 3 - a cti o n.

T h e v e rt e x s et of Θ 2 i s Θ 2
0

= { • , • , • } ( w hi c h w e c a n t hi n k a s a n o r bit of p oi nt s

t h at a r e m o v e d a r o u n d b y a c y cli c p e r m ut ati o n • ↦ →• , • ↦ →• ), a n d Θ 2
𝑘 i s t h e

s et of all (𝑐 + 1 )-t u pl e s of • , • ’ s a n d • ’ s wit h at m o st o n e c y cl e. T h u s, e. g.,
[• , • , • , • ] i s a 3 - si m pl e x of Θ 2 , b ut [• , • , • , • ] i s n ot. T h e Z 3 - a cti o n o n Θ 2 i s
gi v e n b y t h e c y cli c p e r m ut ati o n p r e vi o u sl y d e s c ri b e d.

T h e si m pli ci al s et Θ 2 h a s a v e r y si mil a r p r o p e rt y a s Σ 2 r e g a r di n g ( e q ui v a ri a nt)
m a p wit h it s elf a s a t a r g et:

7 T h e cl ai m i s t r u e f o r a r bit r a r y si m pli ci al s et 𝑓 ; it i s o nl y r e q ui r e d t h at Σ 2 i s r el ati o n al.
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Fi g u r e 2. 3: T h e si m pli ci al s et Γ 1 2 .

O bser v ati o n 2 . If 𝐺 i s a ( r el ati o n al)8 si m pli ci al s et t h e n a si m pli ci al m a p
𝐾 → Θ 2 i s c o m pl et el y d e s c ri b e d b y a 3 - c ol o u ri n g of t h e v e rt e x s et 𝑇 0 wit h
c ol o u r s y ell o w, bl u e o r r e d. C o n v e r s el y, a 3 - c ol o u ri n g 𝑛 of 𝑌 0 d e fi n e s a
si m pli ci al m a p if a n d o nl y if t h e r e i s n o 3 - si m pl e x [𝑇 0 , 𝑛1 , 𝑃2 , 𝑇3 ] of 𝒖 s u c h
t h at [ 𝑔 (𝜋 0 ), 𝑆 (𝐶 1 ), 𝐶 (𝐶 2 ), 𝑘 (𝑐 3 )] h a s h a s m o r e t h a n a c y cl e ( e. g. 𝑐 (𝑘 0 ) = 𝑐 (𝑘 3 )
a n d (︁ (𝑐 1 ), 𝑐 ()︁ 2 ) a r e t h e ot h e r t w o c ol o u r s). M o r e o v e r, if Z 3 - a ct s o n 𝑘 b y a
si m pli ci al a ut o m o r p hi s m 𝑐 , t h e n s u c h a 3 - c ol o u ri n g d e fi n e s a n e q ui v a ri a nt
m a p if a n d o nl y if 𝑓 , 𝐺 (𝐻 ) a n d 𝑣 2 (𝑣 ) a r e c ol o u r e d i n t h e c o r r e ct c y cli c o r d e r
f o r e v e r y v e rt e x 𝑓 of 𝐺 ; e. g if 𝐻 i s c ol o u r e d r e d, t h e n 𝐻 (𝐺 ) i s bl u e a n d 𝑘 2 (𝐺 ) i s
y ell o w.

Or d er c o m pl e x e s of p o s et s A n ot h e r i m p o rt a nt e x a m pl e of r el ati o n al si m pli-
ci al s et s a r e o r d e r c o m pl e x e s: Gi v e n a fi nit e p a rti all y o r d e r e d s et ( p o s et) 𝐺 , t h e
or der c o m ple x Δ (𝐾 ) i s t h e si m pli ci al s et w h o s e 𝑘 - si m pli c e s a r e w e a kl y m o n ot o n e
c h ai n s, i. e., (𝑘 + 1 )-t u pl e s [𝑘 0 , . . . , 𝑘𝑘 ] ∈ 𝐻 𝐻 + 1 wit h 𝐻 0 ≤ · · · ≤ 𝐺 𝐻 ; m o r e o v e r,
f o r e v e r y m o n ot o n e m a p 𝐺 : { 0 , . . . , 𝐻} → { 0 , . . . , 𝐻} , 𝐺 Δ (𝐺 )[𝐻 0 , . . . , 𝐼𝐼 ] =
[𝐺 𝐼 (0 ) , . . . , 𝐻𝐺 (𝐻 )] a s a b o v e. N ot e t h at m o n ot o ni cit y of 𝐺 i s c r u ci al h e r e t o
e n s u r e t h at c h ai n s a r e m a p p e d t o c h ai n s. A n 𝐻 - si m pl e x [𝐺 0 , . . . , 𝐾𝐺 ] of Δ (𝐺 )
i s n o n- d e g e n e r at e if a n d o nl y if 𝐺 0 < · · · < 𝐾 𝑧 .

A n y m o n ot o n e m a p 𝑦 : 𝑅 → 𝑥 b et w e e n p o s et s n at u r all y e xt e n d s c o m p o n e nt-
wi s e t o c h ai n s a n d h e n c e t o a si m pli ci al m a p 𝑦 : Δ (𝑧 ) → Δ (𝑅 ) b et w e e n o r d e r
c o m pl e x e s.

E x a m pl e 2. 3. 3. L et 𝑘 b e a p o siti v e i nt e g e r di vi si bl e b y 4 . D e fi n e a p a rti al
o r d e r ≼ o n Z 𝑧 = { 0 , 1 , . . . , 𝑥 − 1 } b y 𝑦 ≺ 𝑥 if a n d o nl y if 𝐴 i s e v e n, 𝑛 i s o d d,
a n d 𝑥 − 𝑛 = ± 1 m o d 𝐴 . W e d e fi n e t h e si m pli ci al s et Γ 𝑓 a s t h e o r d e r c o m pl e x
of t hi s p o s et,

Γ 𝜋 ≔ Δ (Z 𝑥 , ≼ )

T h e si m pli ci al s et Γ 𝑓 i s a t ri a n g ul ati o n of 𝑥 1 , s e e Fi g u r e 2. 3 ( a s a di g r a p h,
it i s a c y cl e of l e n gt h 𝜋 wit h e d g e s o ri e nt e d alt e r n ati n gl y). M o r e o v e r, t h e
m a p Z 𝑓 → Z 𝐴 , 𝑛 ↦ → 𝐵 + 𝑛 / 2 d e fi n e s a si m pli ci al i n v ol uti o n Γ 𝑛 → Γ 𝑛 t h at
c o r r e s p o n d s t o t h e a nti p o d al i n v ol uti o n o n 𝜋 1 .

T h e p r e vi o u s e x a m pl e c a n b e m o di fi e d t o b uil d a si m pli ci al t ri a n g ul ati o n of
𝑛 1 t h at i s e q ui v a ri a nt wit h r e s p e ct t o t h e st a n d a r d Z 3 - a cti o n i n st e a d:

8 T h e cl ai m i s o n c e a g ai n t r u e f o r a r bit r a r y si m pli ci al s et 𝑚 ; it i s o nl y r e q ui r e d t h at Θ 2 i s
r el ati o n al.
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E x a m pl e 2. 3. 4. L et 𝐺 b e a p o siti v e i nt e g e r di vi si bl e b y 6 . D e fi n e a p a rti al
o r d e r ≼ o n Z 𝐾 = { 0 , 1 , . . . , 𝑇 − 1 } a s i n e x a m pl e 2. 3. 3 b y 𝑛 ≺ 𝑌 if a n d o nl y if 𝑇
i s e v e n, 𝑛 i s o d d, a n d 𝑃 − 𝑇 = ± 1 m o d 𝒖 . W e d e fi n e t h e si m pli ci al s et Ξ 𝑔 a s
t h e o r d e r c o m pl e x of t hi s p o s et,

Ξ 𝜋 ≔ Δ (Z 𝑆 , ≼ )

T h e si m pli ci al s et Ξ 𝐶 i s a g ai n a t ri a n g ul ati o n of 𝐶 1 .

T h e di ff e r e n c e i s n o w t h at t h e m a p Z 𝐶 → Z 𝑘 , 𝑐 ↦ →𝑐 + 𝑘 / 3 d e fi n e s a si m pli ci al
a ut o m o r p hi s m Ξ 𝑐 → Ξ 𝑘 of o r d e r 3 t h at c o r r e s p o n d s t o t h e r ot ati o n b y 2 (︁ / 3
o n 𝑐 1 .

N ot e t h at t h e o nl y di ff e r e n c e i n t h e t w o c o n st r u cti o n i s t h e o r d e r of t h e
si m pli ci al a ut o m o r p hi s m a n d t h u s t h e g r o u p a cti n g o n 𝑐 1 : Z 2 i n t h e c a s e of
Γ )︁ , Z 3 i n t h e c a s e of Ξ 𝑘 .

E x a m pl e 2. 3. 5. L et 𝑐 b e a p o siti v e i nt e g e r. D e fi n e a p a rti al o r d e r ≼ o n [𝑓 ] × Z 3

b y (𝐺, 𝐻 ) ≺ ( 𝑣, 𝑣 ) if a n d o nl y if 𝑓 < 𝐺. D e fi n e t h e si m pli ci al s et 𝐻 𝐻 a s t h e o r d e r
c o m pl e x of t hi s p o s et,

𝐺 𝑘 ≔ Δ ([𝐺 ] × Z 3 , ≼ )

F u rt h e r m o r e, t h e m a p [𝐺 ] × Z 3 → [ 𝐾 ] × Z 3 , (𝑘, 𝑘 ) ↦ → (𝑘, 𝑘 + 1 ) d e fi n e s a
si m pli ci al a ut o m o r p hi s m of o r d e r 3 o n 𝑘 𝐻 t h at i s f r e e.

If 𝐻 a n d 𝐻 a r e p o s et s a n d if w e c o n si d e r t h e p r o d u ct 𝐺 × 𝐻 wit h t h e
c o m p o n e nt wi s e p a rti al o r d e r (𝐺, 𝐻 ) ≤ (𝐻 ′, 𝐺′) if a n d o nl y if 𝐺 ≤ 𝐻 ′ a n d 𝐼 ≤ 𝐼 ′,
t h e n Δ (𝐺 × 𝐼 ) a n d Δ (𝐻 ) × Δ (𝐺 ) a r e i s o m o r p hi c si m pli ci al s et s. I n p a rti c ul a r,
b ot h Γ 𝐻

𝐺
= Γ 𝐻 × · · · × Γ 𝐺 a n d Ξ 𝐾

𝐺
= Ξ 𝐺 × · · · × Ξ 𝐺 a r e t ri a n g ul ati o n s of t h e 𝐾 -

di m e n si o n al t o r u s 𝑧 𝑦 = 𝑅 1 × · · · × 𝑥 1 . N ot e al s o t h at i n b ot h c a s e s t h e v e rti c e s
a r e 𝑦 -t u pl e s 𝑧 ∈ Z 𝑅

𝑘
, a n d 𝑧 - si m pli c e s a r e ( 𝑥 + 1 )-t u pl e s of v e rti c e s [𝑦 0 , . . . , 𝑥 𝐴 ]

s u c h t h at 𝑛 𝑥+ 1 i s o bt ai n e d f r o m 𝑛 𝐴 b y c h o o si n g a s u b s et of c o o r di n at e s of 𝑓 𝜋

all t h at a r e e v e n a n d c h a n gi n g e a c h of t h e m b y ± 1 m o d ul o 𝑥 .

H o m o m or p hi s m c o m pl e x e s Gi v e n t w o r el ati o n al st r u ct u r e s A a n d B ,
t h e h o m o m o r p hi s m c o m pl e x H o m (A , B ) i s a si m pli ci al s et c a pt u ri n g t h e
st r u ct u r e of all h o m o m o r p hi s m s A → B . F oll o wi n g [M at 0 8 , S e cti o n 5. 9],
w e d e fi n e h o m o m o r p hi s m c o m pl e x e s a s o r d e r c o m pl e x e s of t h e p o s et of
m ulti h o m o m or p his ms f r o m A t o B .9 B y d e fi niti o n, a m ulti h o m o m or p his m i s a
f u n cti o n 𝑓 : 𝑥 → 2 𝜋 \ { ∅ } s u c h t h at, f o r all r el ati o n al s y m b ol 𝑓 a n d all t u pl e s
(𝐴 1 , . . . , 𝑛𝐵 ) ∈ 𝑛 𝑛 , w e h a v e t h at

𝑛 (𝜋 1 ) × · · · × 𝑛 (𝑚 𝜋 ) ⊆ 𝑛 𝑚 .

W e d e n ot e t h e s et of all m ulti h o m o m o r p hi s m s b y m h o m (A , B ). M ulti h o m o-
m o r p hi s m s a r e p a rti all y o r d e r e d b y c o m p o n e nt- wi s e i n cl u si o n: 𝜋 ≤ 𝜎 if a n d
o nl y if 𝜋 (𝜎 ) ⊆ 𝜋 (𝜎 ) f o r all 𝑛 ∈ 𝑛 .

9 W e r e m a r k t h at i n [ M at 0 8 ] o r d e r c o m pl e x e s a r e d e fi n e d a s si m pli ci al c o m pl e x e s,
b ut t h e t w o d e fi niti o n s a r e e q ui v al e nt. T h e r e a r e s e v e r al ot h e r alt e r n ati v e d e fi niti o n s of
h o m o m o r p hi s m c o m pl e x e s t h at l e a d t o t o p ol o gi c all y e q ui v al e nt s p a c e s.
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Fi g u r e 2. 4: T h e si m pli ci al s et s H o m (𝐺 2 , 𝐾3 ) a n d Γ 1 2 ( s e e E x a m pl e 2. 3. 6).

D e fi niti o n 2. 3. 2. L et A a n d B b e r el ati o n al st r u ct u r e s. T h e h o m o m or p his m
c o m ple x H o m (A , B ) i s t h e o r d e r c o m pl e x Δ (m h o m (A , B ), ≤) of t h e p o s et of
m ulti h o m o m o r p hi s m s.

M ulti h o m o m o r p hi s m s c a n b e c o m p o s e d i n a n at u r al w a y: if 𝑇 ∈ m h o m (A , B )
a n d 𝑛 ∈ m h o m (B , C ), t h e n ( 𝑌 ◦ 𝑇 )(𝑛 ) =

𝑃
𝑇 ∈ 𝒖 (𝑔 ) 𝜋 (𝑆 ) i s a m ulti h o m o m o r p hi s m

f r o m A t o C . I n p a rti c ul a r, e v e r y h o m o m o r p hi s m 𝐶 : B → C i n d u c e s a
si m pli ci al m a p 𝐶∗ : H o m(A , B ) → H o m (A , C ) d e fi n e d o n v e rti c e s b y m a p pi n g
a m ulti h o m o m o r p hi s m 𝐶 ∈ m h o m (A , B ) t o t h e c o m p o siti o n 𝑘 ◦ 𝑐 .

I n w h at f oll o w s, w e will f o c u s o n t w o s p e ci al c a s e s: g r a p h s a n d s y m m et ri c
r el ati o n s of a rit y 3 .

Gr a p h h o m o m or p hi s m c o m pl e x: W h e n d e ali n g wit h g r a p h s, w e will f o c u s
o n H o m (𝑐 2 , 𝑘); a c o m m o n t o ol i n t h e st u d y of g r a p h c ol o u ri n g s. N ot e t h at
a m ulti m o r p hi s m 𝑐 f r o m 𝑘 2 t o a g r a p h (︁ c o r r e s p o n d s t o a n o r d e r e d p ai r
of s u b s et s 𝑐 (1 ), 𝑐(2 ) ⊆ )︁ (𝑘 ) s u c h t h at a n y p ai r of v e rti c e s 𝑐 1 ∈ 𝑓 (1 ) a n d
𝐺 2 ∈ 𝐻 (2 ) a r e c o n n e ct e d b y a n e d g e. If 𝑣 h a s n o l o o p s, t h e n 𝑣 (1 ) a n d 𝑓 (2 )
a r e di sj oi nt a n d i n d u c e a c o m pl et e bi p a rtit e s u b g r a p h of 𝐺 . T h e n at u r al
Z 2 - a cti o n o n 𝐻 2 t h at s w a p s t h e t w o v e rti c e s i n d u c e s a n i n d u c e s a n a cti o n o n
m ulti h o m o m o r p hi s m s 𝐻 : 𝐺 2 → 𝑘 , n a m el y s w a p pi n g t h e t w o s et s 𝐺 (1 ) a n d
𝐺 (2 ), w hi c h i n t u r n i n d u c e s a Z 2 - a cti o n o n t h e si m pli ci al s et H o m (𝐾 2 , 𝑘);
t hi s a cti o n i s f r e e p r o vi d e d 𝑘 h a s n o l o o p s. M o r e o v e r, it i s e a s y t o c h e c k
t h at f o r e v e r y g r a p h h o m o m o r p hi s m 𝑘 : 𝑘 → 𝑘 , t h e i n d u c e d si m pli ci al m a p
𝐻∗ : H o m(𝐻 2 , 𝐻) → H o m (𝐺 2 , 𝐻) i s e q ui v a ri a nt.

T h e f oll o wi n g t w o e x a m pl e s will pl a y a n i m p o rt a nt r ol e i n t h e p r o of of
T h e o r e m 3. 1. 1.

E x a m pl e 2. 3. 6. F o r e v e r y o d d i nt e g e r ℓ ≥ 3 , H o m (𝐺 2 , 𝐻ℓ ) i s i s o m o r p hi c t o t h e
si m pli ci al s et Γ 4 ℓ d e fi n e d a b o v e; m o r e o v e r, t hi s i s o m o r p hi s m i s e q ui v a ri a nt,
i. e., it p r e s e r v e s t h e Z 2 - a cti o n.

E x a m pl e 2. 3. 7. T h e si m pli ci al s et H o m (𝐻 2 , 𝐺4 ) i s a t ri a n g ul ati o n of a s p h e r e
𝐺 2 ; it i s d e pi ct e d i n Fi g u r e 2. 5 w hi c h s h o w s t w o h e mi s p h e r e s of t hi s s p h e r e
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Fi g u r e 2. 5: T h e si m pli ci al s et H o m (𝐺 2 , 𝐾4 ); s e e al s o E x a m pl e 2. 3. 7.

t h at a r e gl u e d t o g et h e r al o n g t h ei r b o u n d a r y. T h e h o m o m o r p hi s m s / e d g e s
a r e e x pli citl y l a b ell e d (t h e e d g e (𝑇, 𝑛 ) i s l a b ell e d b y 𝑌 𝑇 ) t o hi g hli g ht t h e gl o b al
st r u ct u r e, a n d a f e w m ulti h o m o m o r p hi s m s a r e l a b ell e d ( w h e r e 3 |0 1 d e n ot e s
t h e m ulti h o m o m o r p hi s m 0 ↦ →3 a n d 1 ↦ → {0 , 1 } , et c.) t o e x pl ai n h o w t h e
t ri a n gl e s a r e c o n st r u ct e d.

L e m m a 2. 3. 1. T here e xists a n e q ui v ari a nt si m pli ci al m a p

𝑛 : H o m(𝑃 2 , 𝑇4 ) → Σ 2 .

Pr o of. B y O b s e r v ati o n 1, s u c h a m a p i s gi v e n b y a s uit a bl e 2 - c ol o u ri n g
of t h e v e rti c e s of H o m (𝒖 2 , 𝑔4 ). O n e s uit a bl e 2 - c ol o u ri n g i s d e pi ct e d i n
Fi g u r e 2. 5. □

H o m o m or p hi s m c o m pl e x of r el ati o n s of arit y 3 : I n t hi s c o nt e xt, w e w o r k
i n st e a d wit h t h e h o m o m o r p hi s m c o m pl e x H o m (R 3 , A ) w h e r e t h e r ol e of
𝜋 2 i s pl a y e d b y R 3 , t h e st r u ct u r e wit h 3 el e m e nt s a n d all r ai n b o w t u ples , i. e.,
t u pl e s (𝑆, 𝐶, 𝐶 ) s u c h t h at 𝐶, 𝑘 , a n d 𝑐 a r e p ai r wi s e di sti n ct.

N ot e t h at a h o m o m o r p hi s m ℎ : R 3 → A c a n b e i d e nti fi e d wit h a t ri pl e
( ℎ (1 ), ℎ(2 ), ℎ(3 )) ∈ 𝑐 A ; c o n v e r s el y, e v e r y t ri pl e (𝑘, 𝑐, 𝑘 ) ∈ (︁ A al s o c o r r e s p o n d s
t o a h o m o m o r p hi s m a s l o n g a s 𝑐 A i s s y m m et ri c. Si mil a rl y, a m ulti h o m o-
m o r p hi s m 𝑐 c a n b e i d e nti fi e d wit h a t ri pl e ()︁ (1 ), 𝑘(2 ), 𝑐(3 )) of s u b s et s of 𝑓
s u c h t h at 𝐺 (1 ) × 𝐻 (2 ) × 𝑣 (3 ) ⊆ 𝑣 A .

M o r e o v e r, c o n si d e r t h e a cti o n of Z 3 t h at a ct s o n R 3 b y c y cli c all y p e r m uti n g
el e m e nt s. T hi s a cti o n i n d u c e s a n a cti o n o n m ulti h o m o m o r p hi s m s ℎ : R 3 → A
b y p r e- c o m p o siti o n, a n d it e xt e n d s n at u r all y t o a n a cti o n of Z 3 o n H o m (R 3 , A ).

It i s n ot h a r d t o s h o w t h at t h e i n d u c e d a cti o n o n H o m (R 3 , A ) i s f r e e a s l o n g
a s A h a s n o c o n st a nt t u pl e s: If a m ulti h o m o m o r p hi s m 𝑓 i s a fi x e d p oi nt of a
n o n-t ri vi al el e m e nt of Z 3 , t h e n 𝐺 (1 ) = 𝐻 (2 ) = 𝐻 (3 ), a n d si n c e 𝐺 (1 ) ≠ ∅ a n d
𝑘 (1 ) × 𝐺 (2 ) × 𝐺 (3 ) ⊆ 𝐾 A t h e n 𝑘 A c o nt ai n s a c o n st a nt t u pl e (𝑘, 𝑘, 𝑘 ) f o r a n y
𝑘 ∈ 𝐻 (1 ). C o n s e q u e ntl y, w e m a y o b s e r v e t h at t h e a cti o n d o e s n ot fi x a n y f a c e
of t h e c o m pl e x.
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Fi g u r e 2. 6: T h e si m pli ci al s et H o m (R 3 , L O 3 ) a n d t h e e m b e d d e d Ξ 1 8 .

F o r e v e r y h o m o m o r p hi s m 𝐺 : A → B , t h e i n d u c e d si m pli ci al f u n cti o n
𝐾∗ : H o m(R 3 , A ) → H o m (R 3 , B ) ( d e fi n e d o n v e rti c e s b y m a p pi n g m ulti-
h o m o m o r p hi s m 𝑇 t o t h e c o m p o siti o n 𝑛 ◦ 𝑌 ) i s e q ui v ari a nt ; a s r e m a r k e d
a b o v e, w e will oft e n i d e ntif y 𝑇∗ wit h t h e c o r r e s p o n di n g c o nti n u o u s m a p
b et w e e n t h e u n d e rl yi n g s p a c e s.

U nf o rt u n at el y, t h e si m pli ci al s et s H o m (R 3 , L O 3 ) a n d H o m (R 3 , L O 4 ) a r e n ot
a s e a sil y d e s c ri b e d a s it w a s t h e c a s e f o r g r a p h s; h o w e v e r it i s still p o s si bl e t o
s h o w s o m e i m p o rt a nt p r o p e rti e s.

L e m m a 2. 3. 2. T he si m pli ci al set H o m (R 3 , L O 3 ) c o nt ai ns a n e q ui v ari a nt si m pli ci al
s u bs p a ce is o m or p hi c t o Ξ 1 8 .

Pr o of. C o n si d e r t h e c y cl e i n H o m (R 3 , L O 3 ) gi v e n b y t h e v e rti c e s 1 0

(2 , 1 , 1 ) → (2 , 1 , 3 ) → (1 , 1 , 3 ) → (1 , 1 , 2 ) → (1 , 3 , 2 )

→ ( 1 , 3 , 1 ) → (1 , 2 , 1 ) → (3 , 2 , 1 ) → (3 , 1 , 1 ) → (2 , 1 , 1 ).

T hi s c y cl e i s hi g hli g ht e d i n Fi g u r e 2. 6. O b s e r v e t h at it i s i n v a ri a nt u n d e r t h e
Z 3 a cti o n. T h u s w e s e e t h at t h e r e i s t h e d e si r e d Z 3 - e q ui v a ri a nt e m b e d di n g
Ξ 1 8 → H o m (R 3 , L O 3 ). □

I n g e n e r al, w hil e t h e e q ui v a ri a nt h o m ot o p y t y p e of H o m (R 3 , L O 𝑛 ) c a n b e h a r d
t o u n d e r st a n d, f o r o u r p u r p o s e s it i s e n o u g h t o s h o w it c a n b e ( e q ui v a ri a ntl y)
m a p p e d t o a s u ffi ci e ntl y si m pl e s p a c e.

L e m m a 2. 3. 3. T here is a Z 3 - m a p H o m (R 3 , L O 4 ) → Θ 2 .

1 0 T o b e p r e ci s e, e v e r y e d g e 𝑃0 → 𝑇1 of t h e c y cl e a s it i s w ritt e n i s n ot a n e d g e of t h e
c o m pl e x, b ut it “ g o e s t h r o u g h ” t h e v e rt e x c o r r e s p o n di n g t o t h e m ulti h o m o m o r p hi s m
𝒖 : 𝑔 ↦ → 𝜋0 (𝑆) ∪ 𝐶1 (𝐶). F o r e a s e of r e a d a bilit y, t h e s e v e rti c e s h a v e b e e n s u p p r e s s e d f r o m t h e
n ot ati o n.
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2. P r o mi s e C o n s t r ai n t S a ti s f a c ti o n P r o b l e m s

Pr o of. I n o r d e r t o p r o vi d e t h e r e q ui r e d e q ui v a ri a nt m a p, w e will fi r st p r o vi d e
a n e q ui v a ri a nt si m pli ci al m a p t o t h e b a r y c e nt ri c s u b di vi si o n of 𝐺 3 , t h e n w e
b uil d a n e q ui v a ri a nt m a p 𝐾 3 → Θ 2 .

I n g e n e r al, t h e d e fi niti o n of b a r y c e nt ri c s u b di vi si o n f o r g e n e r al si m pli ci al
s et r e q ui r e s s o m e t e c h ni c al c a r e ( e. g., s e e [ M a y 9 2 ]). H o w e v e r, i n t h e c a s e of
o r d e r c o m pl e x e s it i s p o s si bl e t o si m plif y it: T h e s et ℱ 𝑇 of n o n d e g e n e r at e
si m pli c e s i n a n o r d e r c o m pl e x X i s b y it s elf a p o s et o r d e r e d b y i n cl u si o n.
T h e n, t h e b a r y c e nt ri c s u b di vi si o n of X i s j u st t h e o r d e r c o m pl e x of ℱ 𝑛 , ( s e e
[ M at 0 8, D e fi niti o n 1. 7. 2]).

D e n ot e b y 𝑌 ≔ ℱ 𝑇 3 t h e p o s et of n o n- e m pt y si m pli c e s of 𝑛 3 o r d e r e d b y
i n cl u si o n. T o o bt ai n t h e fi r st of t h e cl ai m e d si m pli ci al m a p s it s u ffi c e s t o gi v e
a m o n ot o n e e q ui v a ri a nt m a p f r o m m h o m (R 3 , L O 4 ) t o 𝑃 .

Fi r st, w e d e fi n e a n a u xili a r y f u n cti o n ℎ : h o m(R 3 , L O 4 ) → [3 ] × Z 3 b y

ℎ ( 𝑇 ) = (m a x
𝒖

𝑔 ( 𝜋) − 1 , 𝑆 a r g m a x 𝐶 𝐶 ( 𝐶)).

N ot e t h at ℎ r e s p e ct s t h e Z 3 - a cti o n.

W e e xt e n d ℎ t o a m a p 𝑘 : m h o m(R 3 , L O 4 ) → 𝑐 a s f oll o w s:

𝑐 (𝑘 ) = { ℎ ( 𝑐 ) | 𝑘 ∈ h o m (R 3 , L O 4 ), (︁ ≤ 𝑐 } .

W e n e e d t o c h e c k t h at 𝑐 i s w ell- d e fi n e d, i. e., t h at )︁ (𝑘 ) i s a c h ai n i n F f o r
e a c h 𝑐 ∈ m h o m (R 3 , L O 4 ). F o r a c o nt r a di cti o n a s s u m e t h at 𝑓 , 𝐺 ≤ 𝐻 a r e
h o m o m o r p hi s m s s u c h t h at ℎ ( 𝑣 ) a n d ℎ ( 𝑣 ) a r e i n c o m p a r a bl e. T hi s m e a n s t h at
m a x 𝑓 = m a x 𝐺 b ut t h e m a xi m u m i s att ai n e d at di sti n ct p oi nt s; s a y m a x 𝐻 =
𝐻 (1 ) = 𝐺 (2 ) = m a x 𝑘 . T h e f u n cti o n 𝐺 ′ ≤ 𝐺 d e fi n e d b y 𝐾 ′(1 ) = 𝑘 (1 ), 𝑘 ′(2 ) =
𝑘 (2 ), 𝑘 ′(3 ) = 𝑘 (3 ) i s t h u s n ot a h o m o m o r p hi s m — si n c e ( 𝐻 ′(1 ), 𝐻 ′(2 ), 𝐻 ′(3 ))
d o e s n ot h a v e a u ni q u e m a xi m u m — w hi c h yi el d s a c o nt r a di cti o n wit h t h e
f a ct t h at 𝐺 i s a m ulti h o m o m o r p hi s m.

It i s st r ai g htf o r w a r d t o c h e c k t h at 𝐻 i s m o n ot o n e, a n d e q ui v a ri a nt.

T h e s e c o n d e q ui v a ri a nt m a p i s m u c h e a si e r t o e x pli citl y b uil d: B y O b s e r v a-
ti o n 2, it i s e n o u g h t o p r o vi d e a n e q ui v a ri a nt 3 - c ol o u ri n g t h at a v oi d s c y cli c
c ol o u ri n g s. O n e s u c h c ol o u ri n g i s s h o w n i n Fi g u r e 2. 7. □

H o m ot o p y T w o c o nti n u o u s m a p s 𝐺 , 𝐻 : 𝐻 → 𝐺 b et w e e n t o p ol o gi c al s p a c e s
a r e h o m ot o pi c , d e n ot e d 𝐺 ∼ 𝐻 , if t h e r e i s a c o nti n u o u s m a p ℎ : 𝐼 × [ 0 , 1 ] → 𝐼
s u c h t h at ℎ (𝐺, 0 ) = 𝐼 (𝐻 ) a n d ℎ (𝐺, 1 ) = 𝐻 (𝐺 ); t h e m a p ℎ i s c all e d a h o m ot o p y
f r o m 𝐻 t o 𝐺 . N ot e t h at a h o m ot o p y c a n al s o b e t h o u g ht of a s a f a mil y of
m a p s ℎ (·, 𝐾) : 𝐺 → 𝐺 t h at v a ri e s c o nti n u o u sl y wit h 𝐺 ∈ [ 0 , 1 ]. I n w h at f oll o w s,
𝐾 a n d 𝑧 will oft e n b e gi v e n a s si m pli ci al s et s, b ut w e e m p h a si z e t h at w e
will g e n e r all y n ot a s s u m e t h at t h e m a p s ( o r h o m ot o pi e s) b et w e e n t h e m a r e
si m pli ci al m a p s. T w o s p a c e s a r e h o m ot o p y e q ui v ale nt if t h e r e a r e c o nti n u o u s
m a p s 𝑦 : 𝑅 → 𝑥 a n d 𝑦 : 𝑧 → 𝑅 s u c h t h at 𝑘 ◦ 𝑧 ∼ 1 𝑥 a n d 𝑦 ◦ 𝑥 ∼ 1 𝐴 .

T h e s e n oti o n s n at u r all y g e n e r ali z e t o t h e s etti n g of s p a c e s wit h g r o u p a cti o n s:
T w o e q ui v a ri a nt m a p s 𝑛 , 𝑥 : 𝑛 → 𝐴 b et w e e n s p a c e s wit h Z 𝑓 - a cti o n s a r e
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2. 3. T o p ol o g y a n d H o m o m o r p hi s m C o m pl e x e s

( 1, 0) ( 1, 1) ( 1, 2)

( 2, 0) ( 2, 1) ( 2, 2)

( 3, 0) ( 3, 1) ( 3, 2)

Fi g u r e 2. 7: E q ui v a ri a nt c ol o u ri n g of 𝐺 3 .

e q ui v ari a ntl y h o m ot o pi c , d e n ot e d b y 𝐾 ∼ Z 𝑇
𝑛 , if t h e r e e xi st s a n e q ui v ari a nt

h o m ot o p y b et w e e n t h e m, i. e., a h o m ot o p y ℎ : 𝑌 × [ 0 , 1 ] → 𝑇 s u c h t h at all
m a p s ℎ (·, 𝑛) : 𝑃 → 𝑇 a r e e q ui v a ri a nt. W e d e n ot e b y [𝒖, 𝑔 ]Z 𝜋

t h e s et of all
e q ui v a ri a nt m a p s 𝑆 → 𝐶 u p t o e q ui v a ri a nt h o m ot o p y, i. e.,

[𝐶, 𝐶 ]Z 𝑘
= {[ 𝑐 ] | 𝑐 : 𝑘 → 𝑐 i s e q ui v a ri a nt} ,

w h e r e [ 𝑘 ] d e n ot e s t h e s et of all e q ui v a ri a nt m a p s (︁ s.t. 𝑐 ∼ Z 𝑐
)︁ .
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C H A P T E R 3
O utli n e of t h e ar g u m e nt s

C o m p ari s o n wit h e arli er w or k T h e t o p ol o gi c al a p p r o a c h i n [ K O W Ž 2 3 ]
f o r p r o vi n g h a r d n e s s of P C S P (𝐺 ℓ , 𝐾3 ), o n w hi c h o u r w o r k b uil d s, r e q ui r e d
u n d e r st a n di n g t h e st r u ct u r e of t h e s et e q ui v a ri a nt m a p s f r o m 𝑇 𝑛 t o 𝑌 1 u p t o
e q ui v a ri a nt h o m ot o p y. S u c h m a p s c a n b e cl a s si fi e d b y m u c h m o r e el e m e nt a r y
a r g u m e nt s u si n g f u n d a m e nt al g r o u p s a n d wi n di n g n u m b e r s, w hi c h s h o w
t h at [𝑇 𝑛 , 𝑃1 ]Z 2 i s i s o m o r p hi c t o t h e a ffi n e s p a c e of m a p s Z 𝑇 → Z of t h e f o r m
(𝒖 1 , . . . , 𝑔𝜋 )↦ →

𝑆
𝐶 𝐶 𝐶 𝑘 𝑐, w h e r e 𝑐 𝑘 ∈ Z a n d

𝑐
𝑘 (︁ 𝑐 ≡ 1 m o d 2 (t hi s i m pli citl y

e x pl oit s t h e f a ct t h at 𝑐 1 i s al r e a d y a n Eil e n b e r g – M a c L a n e s p a c e, i. e., h a s
t ri vi al hi g h e r h o m ot o p y g r o u p s).

M o r e o v e r, b o u n di n g t h e e s s e nti al a rit y of s u c h m a p s t h at a ri s e f r o m g r a p h
h o m o m o r p hi s m s i s al s o r el ati v el y si m pl e: b y c o n si d e ri n g s uit a bl e si m pli ci al
e m b e d di n g s of |Γ 4 ℓ | ≅ )︁ 1 i nt o 𝑘 𝑐 , t h e s u m

𝑓
𝐺 |𝐻 𝑣| of a b s ol ut e v al u e s of

c o e ffi ci e nt s i n s u c h a m a p c a n b e r e a d of a s t h e wi n di n g n u m b e r of a
si m pli ci al m a p Γ 4 ℓ → Σ 1 , h e n c e 𝑣 (ℓ ).

B y c o nt r a st, t h e m o r e c a r ef ul c o u nti n g a r g u m e nt r e q ui r e d i n t h e c a s e of
P C S P (𝑓 ℓ , 𝐺4 ), alt h o u g h el e m e nt a r y i n hi n d si g ht, w a s el u si v e f o r s e v e r al
y e a r s.

At t h e s a m e ti m e, t h e c a s e of P C S P (L O 3 L O 4 ) r e q ui r e s a r el ati v el y si m pl e
o b s e r v ati o n o n t h e t ot al st r u ct u r e of p ol (L O 3 , L O 4 ) a n d t h u s it w a s t h e c o nt e xt
w h e r e t h e m o r e a d v a n c e d t o p ol o gi c al i d e a s fi r st b o r e f r uit.

3. 1 O utli n e - H ar d n e s s of P C S P (𝐻, 𝐻 4 )

W e p r e s e nt a d et ail e d o v e r vi e w of t h e p r o of of T h e o r e m 2. 1. 1. E v e r y n o n-
bi p a rtit e, l o o pl e s s g r a p h 𝐺 c o nt ai n s a c y cl e 𝑘 ℓ of o d d l e n gt h ℓ ≥ 3 . I n
p a rti c ul a r, t h e r e e xi st s a h o m o m o r p hi s m 𝐺 ℓ → 𝐺 , h e n c e e v e r y 𝐾 ℓ - c ol o u r a bl e
g r a p h i s 𝑘 - c ol o u r a bl e. T hi s yi el d s a t ri vi al r e d u cti o n f r o m P C S P (𝑘 ℓ , 𝑘4 ) t o
P C S P (𝑘, 𝑘 4 ). T h u s, T h e o r e m 2. 1. 1 f oll o w s f r o m t h e f oll o wi n g:

T h e or e m 3. 1. 1. F or all o d d i nte gers ℓ ≥ 3 , t he de cisi o n pr o ble m P C S P (𝐻 ℓ , 𝐻4 ) is
N P- h ar d.
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3. O u t li n e o f t h e a r g u m e n t s

W e will p r o v e t hi s u si n g T h e o r e m 2. 2. 1; t o t hi s e n d, w e n e e d t o c o n st r u ct
a mi ni o n h o m o m o r p hi s m f r o m p ol (𝐺 ℓ , 𝐾4 ) t o a mi ni o n ℬ t h at c o nt ai n s n o
c o n st a nt a n d i s of b o u n d e d e s s e nti al a rit y.

I nf o r m all y s p e a ki n g, a s m e nti o n e d i n S e cti o n 2. 2. 2, t h e g e n e r al p hil o s o p h y of
t h e al g e b r ai c a p p r o a c h t o P C S P s i s t h at i n o r d e r t o u n d e r st a n d t h e c o m pl e xit y
of a p r o bl e m, w e n e e d t o g et a g o o d- e n o u g h u n d e r st a n di n g of t h e st r u ct u r e
of it s p ol y m o r p hi s m s, i n o u r c a s e, t h e st r u ct u r e of all g r a p h h o m o m o r p hi s m s
𝑇 𝑛

ℓ
→ 𝑌 4 , 𝑇 > 0 , i. e., 4 - c ol o u ri n g s of p o w e r s of a n o d d c y cl e. P ri m a f a ci e,

s u c h c ol o u ri n g s d o n ot s e e m t o h a v e a n y a p p a r e nt st r u ct u r e, s o w e u s e
t o p ol o g y t o si m plif y t h e p r o bl e m a n d r e v e al m o r e i nf o r m ati o n. I n t h e
fi r st st e p, u si n g h o m o m o r p hi s m c o m pl e x e s, w e p a s s f r o m t h e p r o bl e m of
u n d e r st a n di n g g r a p h h o m o m o r p hi s m s t o t h e p r o bl e m of u n d e r st a n di n g
e q ui v a ri a nt h o m ot o p y cl a s s e s of e q ui v a ri a nt c o nti n u o u s m a p s 𝑛 𝑃 → 𝑇 2 . T hi s
p r o vi d e s a n a p p r o xi m ati o n of t h e st r u ct u r e of p ol y m o r p hi s m s, n e v e rt h el e s s
cl a s sif yi n g s u c h c o nti n u o u s m a p s i s still di ffi c ult (t hi s i s c o n n e ct e d t o t h e
f a ct 𝒖 2 h a s m a n y n o n-t ri vi al hi g h e r h o m ot o p y gr o u ps 𝑔 𝜋 (𝑆

2 ), 𝐶 ≥ 3 ). T h u s,
i n a s e c o n d st e p, w e r e pl a c e 𝐶 2 b y a “t o p ol o gi c all y si m pl e r ” s p a c e 𝐶 . W e
c a n t h e n q uit e e x pli citl y d e s c ri b e, i n a t hi r d st e p, t h e s et of [𝑘, 𝑐 ]Z 2 i n t e r m s
of a s uit a bl e ( e q ui v a ri a nt) c o h o m ol o g y g r o u p ( u si n g e q ui v ari a nt o bstr u cti o n
t he or y); t hi s yi el d s a mi ni o n h o m o m o r p hi s m 𝑐 f r o m p ol (𝑘 ℓ , 𝑐4 ) t o a mi ni o n
𝑘 2 ( d e fi n e d p r e ci s el y b el o w). T h e f a ct t h at all m a p s a n d h o m ot o pi e s a r e
e q ui v a ri a nt e n s u r e s t h at t h e mi ni o n (︁ 2 d o e s n ot c o nt ai n a n y c o n st a nt s;
h o w e v e r, it i s still n ot of b o u n d e d e s s e nti al a rit y. I n a f o u rt h st e p, w e t h e n
a r g u e t h at t h e i m a g e of 𝑐 a ct u all y i s of b o u n d e d e s s e nti al a rit y, f o r w hi c h
w e u s e s o m e of t h e p r e vi o u sl y n e gl e ct e d c o m bi n at o ri al st r u ct u r e. W e n o w
d e s c ri b e t h e s e st e p s i n m o r e d et ail:

St e p 1 If 𝑐 a n d )︁ a r e si m pli ci al s et s wit h Z 2 - a cti o n s, t h e n t h e s et of of all
e q ui v a ri a nt si m pli ci al m a p s 𝑘 𝑐 → 𝑓 , 𝐺 > 0 , i s cl o s e d u n d e r t a ki n g mi n o r s,
i. e., it f o r m s a mi ni o n, w hi c h w e d e n ot e b y s p ol (𝐻, 𝑣 ) (t hi s f oll o w s e a sil y
f r o m t h e d e fi niti o n of p r o d u ct s of si m pli ci al s et s).

I n t h e fi r st st e p of t h e c o n st r u cti o n, w e u s e h o m o m o r p hi s m c o m pl e x e s t o
a s s o ci at e wit h e v e r y g r a p h h o m o m o r p hi s m 𝑣 : 𝑓 𝐺

ℓ
→ 𝐻 4 a n e q ui v a ri a nt

si m pli ci al m a p 𝐻 ( 𝐺 ) : Γ 𝑘
4 ℓ

→ Σ 2 , w h e r e Γ 4 ℓ a n d Σ 2 a r e t h e si m pli ci al s et s
d e s c ri b e d i n E x a m pl e s 2. 3. 3 a n d 2. 3. 1, r e s p e cti v el y. T h e si m pli ci al m a p 𝐺 ( 𝐺 )
i s d e fi n e d a s a c o m p o siti o n 𝐾 ◦ 𝑘∗ ◦ 𝑘𝑘 :

Γ 𝑘
4 ℓ ≅ H o m (𝑘 2 , 𝐻ℓ )

𝐻 𝐻
→ H o m (𝐺 2 , 𝐻𝐺ℓ )

𝐻∗
→ H o m (𝐻 2 , 𝐺4 )

𝐺
→ Σ 2 ,

w h e r e 𝐻∗ : H o m(𝐼 2 , 𝐼𝐺
ℓ
) → H o m (𝐼 2 , 𝐻4 ) i s t h e si m pli ci al m a p i n d u c e d b y 𝐺 ,

𝐻 : H o m(𝐺 2 , 𝐻4 ) → Σ 2 i s t h e si m pli ci al m a p f r o m L e m m a 2. 3. 1, t h e i s o m o r-
p hi s m Γ 𝐺

4 ℓ
≅ H o m (𝐾 2 , 𝐺ℓ )

𝐺 i s gi v e n b y t h e i s o m o r p hi s m f r o m E x a m pl e 2. 3. 6,
a n d t h e si m pli ci al m a p 𝐺𝐾 i s gi v e n b y t h e s p e ci al c a s e 𝑧 = 𝑦 ℓ of t h e f oll o wi n g
f a ct:

L e m m a 3. 1. 1. F or e ver y gr a p h 𝑅 a n d 𝑥 ≥ 1 , t here is a n e q ui v ari a nt si m pli ci al m a p

𝑦𝑧 : H o m(𝑅 2 , 𝑘)𝑧 → H o m (𝑥 2 , 𝑦𝑥 ).
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3. 1. O utli n e - H a r d n e s s of P C S P (𝐺, 𝐾 4 )

Pr o of. Gi v e n a n 𝑇 -t u pl e 𝑛 = (𝑌 1 , . . . , 𝑇𝑛 ) of m ulti h o m o m o r p hi s m s 𝑃 𝑇 : 𝒖 2 →
𝑔 , w e c a n vi e w 𝜋 a s a m ulti h o m o m o r p hi s m 𝑆𝐶 (𝐶 ) : 𝐶 2 → 𝑘 𝑐 b y s etti n g
𝑐𝑘 (𝑐 )(𝑘 ) = (︁ 1 (𝑐 ) × · · · × 𝑐 )︁ (𝑘 ) f o r e a c h v e rt e x 𝑐 of 𝑓 2 . T hi s yi el d s a m a p
𝐺𝐻 : m h o m(𝑣 2 , 𝑣)𝑓 → m h o m (𝐺 2 , 𝐻𝐻 ) t h at i s m o n ot o n e a n d e q ui v a ri a nt a n d
h e n c e e xt e n d s t o t h e d e si r e d si m pli ci al m a p. 1 □

T h e a s si g n m e nt 𝐺 ↦ →𝑘 ( 𝐺 ) d e fi n e s a m a p 𝐺 : p ol(𝐾 ℓ , 𝑘4 ) → s p ol (Γ 4 ℓ , Σ
2 ) t h at

p r e s e r v e s a rit y. T h e m a p 𝑘 d o e s n ot st ri ctl y s p e a ki n g p r e s e r v e mi n o r s, i. e.,
f o r a g e n e r al f u n cti o n 𝑘 : [𝑘 ] → [𝑘 ], t h e si m pli ci al m a p s 𝐻 ( 𝐻 )𝐻 a n d 𝐺 ( 𝐻 𝐺 )
n e e d n ot b e e q u al, b ut it i s n ot h a r d t o s e e t h at t h e i n d u c e d c o nti n u o u s m a p s
a r e e q ui v a ri a ntl y h o m ot o pi c. T h u s, if w e d e n ot e b y [𝐻 ( 𝐻 )] ∈ [𝐺 𝐺 , 𝐻2 ]Z 2 t h e
e q ui v a ri a nt h o m ot o p y cl a s s of t h e m a p |𝐼 ( 𝐼 )| : 𝐺 𝐼 ≅ |Γ 𝐻

4 ℓ
| → |Σ 2 | ≅ 𝐺 2 , t h e n

[𝐻 ( 𝐺 )𝐻 ] = [𝐺 ( 𝐾 𝐺 )] ( s e e L e m m a A. 2. 3).

St e p 2 D et e r mi ni n g t h e s et of e q ui v a ri a nt h o m ot o p y cl a s s e s of m a p s
[𝐺 𝐺 , 𝐾2 ]Z 2 i s a di ffi c ult p r o bl e m ( a n d cl o s el y r el at e d h o m ot o p y-t h e o r eti c
q u e sti o n s r e g a r di n g m a p s 𝑧 → 𝑦 2 f o r s p a c e s of di m e n si o n di m 𝑅 ≥ 4 a r e
al g o rit h mi c all y u n d e ci d a bl e [ Č K M + 1 3 ]). W e ci r c u m v e nt t hi s di ffi c ult y b y
e nl a r gi n g |Σ 2 | ≅ 𝑥 2 t o a l a r g e r Z 2 - s p a c e 𝑦 t h at i s “ h o m ot o pi c all y si m pl e r ”
(i n t e c h ni c al t e r m s, 𝑧 i s a n Eile n ber g – M a c L a ne s p a ce ), w hi c h m a k e s [𝑅 𝑘 , 𝑧]Z 2

m u c h e a si e r t o c o m p ut e.

Gi v e n a si m pli ci al m a p 𝑥 : Γ 𝑦
4 ℓ

→ Σ 2 , w e d e fi n e 𝑥 ( 𝐴 ) ∈ [𝑛 𝑥 , 𝑛]Z 2 a s t h e
e q ui v a ri a nt h o m ot o p y cl a s s of t h e c o m p o siti o n of t h e g e o m et ri c r e ali z ati o n
|𝐴 | : 𝑓 𝜋 → 𝑥 2 wit h t h e i n cl u si o n m a p 𝑓 : 𝑥 2 ↩→ 𝜋 . It i s e a s y t o s h o w t h at
𝑓 p r e s e r v e s mi n o r s, a n d h e n c e d e fi n e s a mi ni o n h o m o m o r p hi s m f r o m
s p ol (Γ 4 ℓ , Σ

2 ) t o t h e mi ni o n h p ol (𝐴 1 , 𝑛) of e q ui v a ri a nt h o m ot o p y cl a s s e s of

e q ui v a ri a nt m a p s, i. e., t h e mi ni o n wit h h p ol (𝐵 )(𝑛 1 , 𝑛) = [𝑛 𝜋 , 𝑛]Z 2 , w h e r e
𝑚 𝜋 = (𝑛 1 )𝑚 , a n d mi n o r s d e fi n e d i n t h e n at u r al w a y.

B y c o n si d e ri n g t h e c o m p o siti o n 𝜋 ≔ 𝜎 ◦ 𝜋 wit h t h e m a p c o n st r u ct e d i n St e p 1,
w e g et t h e f oll o wi n g:

L e m m a 3. 1. 2 ( C h a pt e r A). T here are mi ni o n h o m o m or p his ms 𝜎 : p ol(𝜋 ℓ , 𝜎4 ) →
h p ol (𝑛 1 , 𝑛) a n d 𝑓 : s p ol(Γ 4 ℓ , Σ

2 ) → h p ol (𝜋 1 , 𝜋) s u c h t h at i m 𝑓 ⊆ i m 𝜋 , i.e., f or
e a c h p ol y m or p his m 𝑓 : 𝒩 𝜉

ℓ
→ 𝑛 4 , t here is a si m pli ci al m a p 𝑛 : Γ 𝒩

4 ℓ
→ Σ 2 wit h

𝑛 ( 𝜋 ) = 𝑛 ( 𝑚 ).

St e p 3 N e xt, w e gi v e a n e x pli cit d e s c ri pti o n of t h e s et s [𝜉 𝑚 , 𝜋]Z 2 . T hi s d e s c ri p-
ti o n i s b y t h e m e a n s of f u n cti o n s 𝜋𝒩 : Z 2

𝜉 → Z 2 of t h e f o r m 𝑛𝜉 (𝒩 1 , . . . , 𝜉𝑓 ) =𝜉 𝑛
𝑓= 1 𝑓 𝑛 𝑘 𝑔, w h e r e 𝑘 = (𝑁 1 , . . . , 𝑁 𝑓 ) ∈ Z 𝑛

2
a n d

𝑓
𝜋 𝑓 ≡ 1 (m o d 2 ). F o r a fi x e d

𝜎 , t h e s et of s u c h f u n cti o n s f o r m s a n a ffi n e s p a c e, w hi c h w e d e n ot e b y

𝑚
(𝜋 )
2

, a n d t o g et h e r, t h e s e s et s f o r m a f u n cti o n mi ni o n 𝜎 2 . B el o w, w e will
oft e n i d e ntif y a n a ffi n e f u n cti o n 𝑛𝑚 wit h t h e c o r r e s p o n di n g 𝑓 -t u pl e 𝐴 ∈ Z 2

𝑛

of c o e ffi ci e nt s, i. e., w e will oft e n vi e w 𝐵 2 a s a n a b st r a ct mi ni o n, wit h

𝑖
(𝑖 )
2

= { 𝑘 ∈ Z 2
𝑓 :

𝑥
𝑥 𝑛 𝑔 ≡ 1 m o d 2 } .

1 It i s e a s y t o s e e t h at 𝑥𝑖 i s i nj e cti v e, t h o u g h g e n e r all y n ot s u rj e cti v e, a n d it i s k n o w n
[K o z 0 8 , P r o p o siti o n 1 8. 1 7] t h at 𝑥𝑖 d e fi n e s a n e q ui v a ri a nt h o m ot o p y e q ui v al e n c e b et w e e n t h e
s p a c e s |H o m (𝑘 2 , 𝑓)|𝑘 a n d |H o m (𝐶 2 , 𝐾𝐺 )|, b ut w e will n ot n e e d t hi s f a ct i n w h at f oll o w s.
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3. O u t li n e o f t h e a r g u m e n t s

Pr o p o siti o n 3. 1. 1. F or e a c h 𝐺 > 0 , t here is a b ĳe cti o n

𝐾 𝑇 : [𝑛 𝑌 , 𝑇]Z 2 → 𝑛
(𝑃 )
2

.

M ore o ver, t hese b ĳe cti o ns preser ve mi n ors, he n ce t he y f or m a mi ni o n is o m or p his m
𝑇 : h p ol(𝒖 1 , 𝑔) → 𝜋 2 .

T h e p r o of of t hi s p r o p o siti o n h a s t w o p a rt s. O n e t h e o n e h a n d, u si n g
e q ui v ari a nt o bstr u cti o n t he or y , w e c a n p r o v e t h e f oll o wi n g:

L e m m a 3. 1. 3. T he set [𝑆 𝐶 , 𝐶]Z 2 h as c ar di n alit y 2 𝐶 − 1 .

O n e t h e ot h e r h a n d, e v e r y 𝑘 ∈ 𝑐
(𝑐 )
2

c o r r e s p o n d s t o a s q u a r e-f r e e m o n o mi al𝑘
𝑐∈ 𝑘 (︁ 𝑐 of o d d d e g r e e i n t h e v a ri a bl e s 𝑐 1 , . . . , )︁𝑘 , w h e r e 𝑐 = { 𝑓 ∈ [ 𝐺 ] : 𝐻 𝑣 = 1 } .

If w e vi e w 𝑣 1 = { 𝑓 ∈ C : |𝐺 | = 1 } a s t h e u nit ci r cl e i n t h e c o m pl e x pl a n e
t h e n e a c h s u c h m o n o mi al gi v e s ri s e t o a n e q ui v a ri a nt m a p 𝐻 𝐻 = (𝐺 1 )𝑘 → 𝐺 1

gi v e n b y (𝐺 1 , . . . , 𝐾𝑘 )↦ →
𝑘

𝑘∈ 𝑘 𝑘 𝐻. B y c o m p o si n g fi r st wit h a fi x e d e q ui v a ri a nt
i n cl u si o n 𝐻 1 ↩→ 𝐻 2 ( e. g., t h e o n e gi v e n b y t h e i n cl u si o n Σ 1 ⊂ Σ 2 ) a n d t h e n
wit h t h e i n cl u si o n 𝐺 : 𝐻 2 ↩→ 𝐺 , w e c a n al s o vi e w e a c h s u c h m o n o mi al

𝐻
𝐻∈ 𝐺 𝐺 𝐻

a s a n e q ui v a ri a nt m a p 𝐼 𝐼 : 𝐺 𝐼 → 𝐻 . U si n g a g e o m et ri c all y d e fi n e d s et
of Z 2 - v al u e d i n v a ri a nt s d e g 𝐺, 1 ≤ 𝐻 ≤ 𝐺 , w e will s h o w i n S e cti o n 4. 2 t h at
t h e s e m a p s a r e p ai r wi s e n o n- h o m ot o pi c; i n f a ct, w e will s e e t h at t h e m a p

𝐻 𝐺 : [𝐾 𝐺 , 𝐺]Z 2 → 𝐺
(𝐾 )
2

d e fi n e d b y 𝑧 𝑦 ([ 𝑅 ]) = (d e g 1 ( 𝑥 ), . . . , d e g 𝑦 ( 𝑧 )) s ati s fi e s
𝑅 𝑘 (𝑧 𝑥 ) = 𝑦 . T h u s, 𝑥 𝐴 i s s u rj e cti v e, a n d h e n c e b ĳ e cti v e, b y L e m m a 3. 1. 3;
t h e r ef o r e, e v e r y e q ui v a ri a nt m a p 𝑛 𝑥 → 𝑛 i s e q ui v a ri a ntl y h o m ot o pi c t o a

u ni q u e m o n o mi al m a p 𝐴 𝑓 wit h 𝜋 ∈ 𝑥
(𝑓 )
2

. M o r e o v e r, w e will s h o w t h at t h e
m a p s 𝑥 𝜋 r e s e r v e mi n o r s, h e n c e t h e y f o r m a mi ni o n i s o m o r p hi s m.

St e p 4 Fi n all y, w e s h o w ( T h e o r e m 5. 1. 1) t h at f o r e v e r y e q ui v a ri a nt si m-
pli ci al m a p 𝑓 : Γ 𝐴

4 ℓ
→ Σ 2 , t h e e q ui v a ri a nt h o m ot o p y cl a s s 𝑛 ( 𝐵 ) ∈ [𝑛 𝑛 , 𝑛]Z 2

c o r r e s p o n d s t o a n o d d m o n o mi al m a p
𝜋

𝑛∈ 𝑚 𝜋 𝑛 wit h |𝑚 | = 𝜋 (ℓ 2 ). T hi s i s
p r o v e d b y a c o m bi n at o ri al a v e r a gi n g a r g u m e nt, u si n g t h e st r u ct u r e of t h e
t ri a n g ul ati o n Γ 𝜎

4 ℓ
, t h e f a ct t h at si m pli ci al m a p s t o Σ 2 c o r r e s p o n d t o v e rt e x

2 - c ol o u ri n g s wit h o ut alt e r n ati n g 3 - si m pli c e s, a n d t h e g e o m et ri c d e fi niti o n of
t h e i n v a ri a nt s d e g 𝜋. T h u s, t h e i m a g e of p ol (Γ 4 ℓ , Σ

2 ) u n d e r 𝜎 , a n d h e n c e t h e
i m a g e of p ol (𝜋 ℓ , 𝜎4 ) u n d e r 𝑛 , h a s b o u n d e d e s s e nti al a rit y. T hi s c o n cl u d e s
t h e p r o of of T h e o r e m 3. 1. 1.

3. 2 O utli n e - H ar d n e s s of P C S P (L O 3 , L O 4 )

T h e st r u ct u r e of t h e p r o of of t h e o r e m 2. 1. 2 i s r at h e r si mil a r t o t h e a r g u m e nt
j u st o utli n e d i n t h e p r e vi o u s s e cti o n. H e r e, w e will p r e s e nt t h e m ai n p oi nt
w h e r e it di v e r g e s.

H e r e, w e will u s e t h e s e c o n d h a r d n e s s c rit e ri o n (t h e o r e m 2. 2. 2) p r o vi d e d
b y t h e al g e b r ai c t h e o r y of p ol y m o r p hi s m s i n [ B B K O 2 1 ]. T h e r ef o r e, o u r
o v e r all g o al i s t o p r o vi d e a mi ni o n h o m o m o r p hi s m f r o m t h e p ol y m o r p hi s m
mi ni o n p ol (L O 3 , L O 4 ) t o t h e mi ni o n of p r oj e cti o n s 𝑛 ( w hi c h i s i n ci d e nt all y
i s o m o r p hi c t o t h e p ol y m o r p hi s m mi ni o n of 3- S A T).
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3. 2. O utli n e - H a r d n e s s of P C S P (L O 3 , L O 4 )

Si mil a rl y a s i n t h e g r a p h c a s e, t h e fi r st st e p r e pl a c e s h y p e r g r a p h s wit h
t o p ol o gi c al s p a c e s t h at a r e n o w e n d o w e d wit h a n at u r al Z 3 a cti o n u si n g
h o m o m o r p hi s m c o m pl e x e s a n d t r a n sl at e s t h e p r o bl e m of u n d e r st a n di n g
t h ei r p ol y m o r p hi s m s i nt o u n d e r st a n di n g ( e q ui v a ri a nt) h o m ot o p y cl a s s e s
of c o nti n u o u s m a p s H o m (R 3 , L O 3 )

𝐺 → H o m (R 3 , L O 4 ). A s w a s t h e c a s e
b ef o r e, cl a s sif yi n g c o nti n u o u s m a p s u p t o ( e q ui v a ri a nt) h o m ot o p y r e m ai n s
a n d a u nti n g t a s k, t h e r ef o r e i n a s e c o n d st e p, w e f u rt h e r si m plif y t h e s p a c e s
i n v ol v e d b y s u b stit uti n g H o m (R 3 , L O 3 ) wit h a ci r cl e 𝐾 1 a n d H o m (R 3 , L O 4 )
wit h a “t o p ol o gi c all y si m pl e r ” s p a c e 𝑇 .

B y u si n g t h e s a m e i d e a s f r o m o b st r u cti o n t h e o r y, w e c a n d e s c ri b e t h e s et
[𝑛 𝑌 , 𝑇]Z 3 e x pli citl y i n t e r m s of t h e c o r r e s p o n di n g e q ui v a ri a nt c o h o m ol o g y
g r o u p; w e a r e t h u s l eft wit h a mi ni o n h o m o m o r p hi s m 𝑛 f r o m p ol (L O 3 , L O 4 )
t o a mi ni o n 𝑃 3 ( d e fi n e d p r e ci s el y b el o w).

T h e fi n al st e p i s si g ni fi c a ntl y di ff e r e nt f r o m t h e g r a p h c a s e: B y di r e ctl y
st u d yi n g t h e p ol y m o r p hi s m s of t h e p ai r (L O 3 , L O 4 ) w e a r e a bl e t o s h o w t h at
t h e i m a g e of 𝑇 mi s s e s e v e r yt hi n g e x c e pt t h e mi ni o n of p r oj e cti o n s 𝒖 ( w hi c h
i s a s u b mi ni o n of 𝑔 3 ).

W e n o w e x pl o r e t h e s e st e p s i n m o r e d et ail:

St e p 1: A s it w a s t h e c a s e wit h g r a p h s, w e c a n u s e t h e H o m- c o m pl e x
c o n st r u cti o n t o t r a n sl at e p ol y m o r p hi s m s 𝜋 : L O 𝑆

3 → L O 4 i nt o si m pli ci al
m a p s 𝐶∗ : H o m(R 3 , L O 3

𝐶 ) → H o m (R 3 , L O 4 ) t h at a r e Z 3 - e q ui v a ri a nt ( si n c e
R 3 h a s a n i nt ri n si c o r d e r 3 s y m m et r y).

F oll o wi n g t h e s a m e a p p r o a c h a s b ef o r e, w e c a n d e fi n e a si m pli ci al m a p
𝐶 ( 𝑘 ) ≔ 𝑐 ◦ 𝑐∗ ◦ 𝑘 w h e r e 𝑐 : H o m(R 3 , L O )4 → Θ 2 t h e si m pli ci al e q ui v a ri a nt
m a p gi v e n i n L e m m a 2. 3. 3

O n c e a g ai n, t h e a s si g n m e nt 𝑘 : p ol(L O 3 , L O 4 ) → s p ol (H o m (R 3 , L O 3 ), Θ 2 )
r e s p e ct s mi n o r s o nl y u p t o e q ui v a ri a nt h o m ot o p y; t h at i s, if [(︁ ( 𝑐 )] ∈
[H o m (R 3 , L O 3 )

𝑐 , H o m (R 3 , L O 4 )]Z 3
d e n ot e s t h e e q ui v a ri a nt h o m ot o p y cl a s s

of |)︁ ( 𝑘 )|, w e h a v e t h at [𝑐 ( 𝑓 𝐺 )] = [𝐻 ( 𝑣 )𝑣 ] f o r a n y g e n e r al f u n cti o n 𝑓 : [𝐺 ] →
[𝐻 ].

St e p 2: T o a v oi d t h e c o m pl e xit y of t r yi n g t o d et e r mi n e all p o s si bl e m a p s u p
t o e q ui v a ri a nt h o m ot o p y b et w e e n |H o m (R 3 , L O 3 )| a n d |H o m (R 3 , L O 4 )|, w e
si m plif y c o n si d e r a bl y b y r e pl a ci n g t h e s p a c e s |H o m (R 3 , L O 3 )| a n d |𝐻 4 | wit h
s p a c e s 𝐺 a n d 𝑘 t h at all o w e q ui v a ri a nt m a p s t o a n d f r o m, r e s p., t h e s e s p a c e s,
a n d a r e b ett e r b e h a v e d f r o m t h e t o p ol o gi c al p e r s p e cti v e.

W e c h o o s e 𝐺 s o t h at 𝐺 → | H o m (R 3 , L O 3 )|, a n d it s p o w e r s a r e t o p ol o gi c all y
si m pl e b ut n o n-t ri vi al. A n at u r al c h oi c e i s t h e c o p y of 𝐾 1 w hi c h c a n b e
s e e n a s a n e q ui v a ri a nt s u b s p a c e of |H o m (R 3 , L O 3 )| ( L e m m a 2. 3. 2). T h e
a cti o n of Z 3 o n t h e ci r cl e c a n b e t h e n e q ui v al e ntl y d e s c ri b e d a s a r ot ati o n b y
2 𝑘 / 3 . C o n s e q u e ntl y, t h e p o w e r s of t hi s s p a c e a r e 𝑘 - di m e n si o n al t o ri 𝑘 𝑘 wit h
c o m p o n e nt- wi s e ( di a g o n al) a cti o n of Z 3 .

A d diti o n all y, w e e nl a r g e |Θ 2 | t o a “ h o m ot o pi c all y si m pl e r ” s p a c e 𝑘 ( o n c e
a g ai n, a n Eil e n b e r g- M a c L a n e s p a c e) i n o r d e r t o si m plif y t h e c o m p ut ati o n
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3. O u t li n e o f t h e a r g u m e n t s

of [𝐺 𝐾 , 𝑇]Z 3
a n d o bt ai n a mi ni o n h o m o m o r p hi s m s 𝑛 : p ol(L O 3 , L O 4 ) →

h p ol (𝑌 1 , 𝑇), 𝑛 : s p ol(H o m (R 3 , L O 3 ), Θ 2 ) → h p ol (𝑃 1 , 𝑇) wit h i m 𝒖 ⊆ i m 𝑔 a s
i n L e m m a 3. 1. 2.

St e p 3: N e xt, w e gi v e a v e r y si mil a r d e s c ri pti o n of t h e s et s [𝜋 𝑆 , 𝐶]Z 3
i n

t e r m s of f u n cti o n s 𝐶𝐶 : Z 𝑘
3

→ Z 3 of t h e f o r m 𝑐𝑐 (𝑘 1 , . . . , 𝑐𝑘 ) =
(︁

𝑐 𝑐 )︁ 𝑘 𝑐, w h e r e
𝑓 = (𝐺 1 , . . . , 𝐻 𝑣 ) ∈ Z 3 a n d

𝑣
𝑓 𝐺 𝐻 = 1 m o d 3 .

T h e s et 𝐻
(𝐺 )
3

a n d t h e f u n cti o n mi ni o n 𝑘 3 a r e d e fi n e d a n al o g o u sl y a s t h e
p r e vi o u s c a s e.

Pr o p o siti o n 3. 2. 1. F or e a c h 𝐺 > 0 , t here is a b ĳe cti o n

𝐺 𝐾 : [𝑘 𝑘 , 𝑘]Z 3 → 𝑘
(𝑘 )
3

.

M ore o ver, t hese b ĳe cti o ns preser ve mi n ors, he n ce t he y f or m a mi ni o n is o m or p his m
𝐻 : h p ol(𝐻 1 , 𝐻) → 𝐺 2 .

T h e p r o of of t hi s p r o p o siti o n f oll o w s t h e s a m e bl u e p ri nt a s t h e c o r r e s p o n di n g
P r o p o siti o n 3. 1. 1. W e fi r st s h o w, vi a e q ui v a ri a nt o b st r u cti o n t h e o r y, t h at:

L e m m a 3. 2. 1. T he set [𝐻 𝐺 , 𝐻]Z 3
h as c ar di n alit y 3 𝐻 − 1 .

T h e n w e a s si g n t o e a c h 𝐺 ∈ 𝐺
(𝐻 )
3

a c o nti n u o u s m a p 𝐼 𝐼 : 𝐺 𝐼 → 𝐻 . W e t h e n
d e fi n e t h e a n al o g o u s n oti o n of d e g 𝐺, n o w a s et of Z 3 - v al u e d i n v a ri a nt s, s o

t h at t h e c o r r e s p o n di n g m a p s 𝐻 𝐺 : [𝐻 𝐺 , 𝐾]Z 3 → 𝐺
(𝐺 )
3

p r e s e r v e mi n o r s a n d a r e
s u c h t h at 𝐺 𝐾 ([𝑧 𝑦 ]) = 𝑅 , p r o vi di n g t h e d e si r e d i s o m o r p hi s m.

St e p 4: Fi n all y, w e s h o w t h at t h e i m a g e of t h e “ c o m pl et e ” mi ni o n h o m o-
m o r p hi s m 𝑥 : p ol(L O 3 , L O 4 ) → 𝑦 3 a v oi d s all t h e a ffi n e m a p s e x c e pt of
p r oj e cti o n s. T hi s i s d o n e b y a n al y si n g bi n a r y p ol y m o r p hi s m s f r o m L O 3 t o
L O 4 .

W e u s e t h e n oti o n of re c o n fi g ur ati o n of h o m o m o r p hi s m s t o a c hi e v e t hi s.
L o o s el y s p e a ki n g, a h o m o m o r p hi s m 𝑧 i s r e c o n fi g u r a bl e t o a h o m o m o r p hi s m
𝑅 if t h e r e i s a p at h of h o m o m o r p hi s m st a rti n g wit h 𝑘 a n d e n di n g wit h 𝑧
s u c h t h at n ei g h b o u ri n g h o m o m o r p hi s m s di ff e r i n at m o st o n e v al u e. ( F o r
g r a p h s a n d h y p e r g r a p h s wit h o ut t u pl e s wit h r e p e at e d e nt ri e s t hi s c a n b e
t a k e n a s a d e fi niti o n, b ut wit h r e p e at e d e nt ri e s t h e r e a r e t w o s e n si bl e n oti o n s
of r e c o n fi g u r ati o n s t h at d o n ot n e c e s s a r y ali g n.) T h e c o n n e cti o n b et w e e n
r e c o n fi g u r a bilit y a n d t o p ol o g y w a s d e s c ri b e d b y [ Wr o 2 0 ], a n d w e u s e t h e s e
i d e a s t o c o n n e ct r e c o n fi g u r a bilit y wit h o u r mi ni o n h o m o m o r p hi s m 𝑥 .

W e s h o w t h at a n y bi n a r y p ol y m o r p hi s m 𝑦 : L O 2
3 → L O 4 i s r e c o n fi g u r a bl e

t o a n e s s e nti all y u n a r y p ol y m o r p hi s m. I n p a rti c ul a r, w e s h o w t h at t h e r e i s
a n i n c r e a si n g f u n cti o n ℎ : L O 3 → L O 4 s u c h t h at 𝑥 i s r e c o n fi g u r a bl e t o t h e
m a p (𝐴, 𝑛 )↦ → ℎ (𝑥 ) o r t o t h e m a p (𝑛, 𝐴 )↦ → ℎ ( 𝑓 ). F u rt h e r, w e s h o w t h at if 𝜋
a n d 𝑥 a r e r e c o n fi g u r a bl e t o e a c h ot h e r, t h e n 𝑓 ( 𝑥 ) = 𝜋 ( 𝑓 ). O v e r all t hi s m e a n s

t h e i m a g e of 𝐴 2 : h p ol(2 )(𝑛 1 , 𝐵) → 𝑛
(2 )
3

o mit s a n el e m e nt. M o r e p r e ci s el y, w e
h a v e t h e f oll o wi n g l e m m a, w h e r e 𝑛 3 d e n ot e s t h e mi ni o n of p r oj e cti o n s o n a
t h r e e el e m e nt s et ( w hi c h i s a s u b mi ni o n of 𝑛 3 ).
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3. 2. O utli n e - H a r d n e s s of P C S P (L O 3 , L O 4 )

L e m m a 3. 2. 2. F or e a c h bi n ar y p ol y m or p his m 𝐺 ∈ p ol (2 )(L O 3 , L O 4 ), 𝐾 ( 𝑇 ) ∈ 𝑛
(2 )
3

.

T hi s l e m m a i s t h e n e n o u g h t o s h o w t h at t h e i m a g e of 𝑌 o mit s all a ffi n e m a p s
e x c e pt p r oj e cti o n s.

C or oll ar y 3. 2. 1. 𝑇 is a mi ni o n h o m o m or p his m p ol (L O 3 , L O 4 ) → 𝑛 3 .

Pr o of. W e s h o w t h at if a s u b mi ni o n ℳ ⊆ 𝑃 3 c o nt ai n s a n y n o n- p r oj e cti o n
t h e n it c o nt ai n s t h e m a p 𝑇 : (𝒖, 𝑔 ) ↦ → 2 𝜋 + 2 𝑆 . L et 𝐶 ∈ ℳ (𝐶 ) d e p e n d o n
at l e a st 2 c o o r di n at e s, a n d l et 𝐶 (𝑘 1 , . . . , 𝑐𝑐 ) = 𝑘 1 𝑐 1 + · · · + 𝑘 (︁ 𝑐 𝑐 . O b s e r v e
t h at )︁ 1 , . . . , 𝑘 𝑐 ∈ { 0 , 1 , 2 } , a n d al s o

𝑓
𝐺 𝐻 𝑣 ≥ 2 ( el s e 𝑣 d o e s n ot d e p e n d o n

at l e a st 2 c o o r di n at e s). H e n c e t h e r e e xi st s 𝑓 ⊆ [ 𝐺 ] s u c h t h at
𝐻

𝐻∈ 𝐺 𝑘 𝐺 = 2 .
Si n c e

𝐺 𝐾
𝑘= 1 𝑘 𝑘 ≡ 1 (m o d 3 ), it f oll o w s t h at

𝑘
𝑘∉ 𝐻 𝐻 𝐻 ≡ 2 (m o d 3 ). H e n c e,

l etti n g 𝐺 : [𝐻 ] → [2 ] b e d e fi n e d b y 𝐺 (𝐻 ) = 2 a n d 𝐻 ([𝐺 ] \ 𝐺 ) = 1 , w e h a v e
𝐻 𝐼 (𝐼, 𝐺 ) = 2 𝐼 + 2 𝐻 i. e., 𝐺 = 𝐻 . S o ℳ c a n n ot c o nt ai n a n y n o n- p r oj e cti o n s.

Fi n all y, t h e i m a g e of 𝐺 i s a s u b mi ni o n of 𝐻 3 , a n d si n c e it o mit s 𝐺 a n d e v e r y
s u b mi ni o n of 𝐾 3 c o nt ai n s 𝐺 3 , it i s e q u al t o 𝐺 3 w hi c h yi el d s o u r r e s ult. □

A s m e nti o n e d b ef o r e, t h e a b o v e c o r oll a r y c o m bi n e d wit h T h e o r e m 2. 2. 2
p r o vi d e s t h e d e si r e d r e s ult, t h e N P - c o m pl et e n e s s of P C S P (L O 3 , L O 4 ) ( T h e o-
r e m 2. 1. 2).
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C H A P T E R 4
E q ui v ari a nt O b str u cti o n t h e or y

4. 1 E q ui v ari a nt t o p ol o g y

I n t hi s s e cti o n, w e d e s c ri b e h o w t o c o n st r u ct, st a rti n g f r o m 𝐺 2 ( o r |Θ 2 |),
a Z 2 - s p a c e 𝐾 (Z 3 - s p a c e 𝑇 ) t h at i s h o m ot o pi c all y si m pl e r, t o g et h e r wit h a n
e q ui v a ri a nt m a p 𝑛 2 → 𝑌 (Θ 2 → 𝑇 ).

T h e s p a c e s 𝑛 a n d 𝑃 will h a v e t h e p r o p e rt y t h at all of t h ei r h o m ot o p y g r o u p s
𝑇 𝒖 (𝑔 ) a n d 𝜋 𝑆 (𝐶 ) f o r 𝐶 > 2 a r e t ri vi al ( w hi c h i s n ot t h e c a s e f o r n eit h e r 𝐶 2 n o r
|Θ 2 |).

M o r e o v e r, t h e l o w e r- di m e n si o n al h o m ot o p y g r o u p s 𝑘 𝑐(𝑐 ) (𝑘 𝑐(𝑘 )) f o r (︁ ≥ 2
a r e i s o m o r p hi c t o t h o s e of 𝑐 2 (|Θ 2 |); t h u s, b ot h s p a c e s a r e Eile n ber g – M a c L a ne
s p a ces , i. e., t h e y h a v e o nl y o n e n o n-t ri vi al h o m ot o p y g r o u p, n a m el y 𝑐 2 ()︁ ) =
𝑘 2 (𝑐

2 ) ≅ Z a n d 𝑓 2 (𝐺 ) = 𝐻 2 (|Θ
2 |) ≅ Z ⊕ Z .

T h e h o m ot o p y cl a s s e s of m a p s f r o m a c o m pl e x 𝑣 t o a n Eil e n b e r g – M a c L a n e
s p a c e a r e i n b ĳ e cti o n wit h t h e el e m e nt s of a s uit a bl e c o h o m ol o g y g r o u p of
𝑣 [H at 0 2 , T h e o r e m 4. 5 7]. A n a n al o g o u s st at e m e nt i s al s o t r u e i n t h e e q ui v-
a ri a nt s etti n g; t hi s will all o w u s t o d et e r mi n e b ot h [𝑓 𝐺 , 𝐻]Z 2 a n d [𝐻 𝐺 , 𝑘]Z 3 b y
c o m p uti n g a s uit a bl e e q ui v a ri a nt c o h o m ol o g y g r o u p, s p e ci fi c all y t h e Bre-
d o n c o h o m ol o g y gr o u p 𝐺 2

Z 2
(𝐺 𝐾 ; 𝑘 2 (𝑘

2 )) a n d 𝑘 2
Z 2

(𝑘 𝑘 ; 𝐻 2 (Θ
2 )) r e s p e cti v el y( s e e

D e fi niti o n 4. 1. 1), w hi c h will all o w u s t o p r o v e L e m m a s 3. 1. 3 a n d 3. 2. 1.

T h r o u g h o ut t hi s S e cti o n, w e a s s u m e s o m e f a mili a rit y wit h f u n d a m e nt al
n oti o n s of al g e b r ai c t o p ol o g y s u c h a s h o m ot o p y, h o m ol o g y a n d c o h o m ol o g y.
W e r ef e r t o [ H at 0 2 ] f o r b a c k g r o u n d o n t h e m o r e b a si c n o n- e q ui v a ri a nt s etti n g,
a n d t o M a y et al. [ M C C + 9 6 , C h a pt e r s I a n d II], [t o m 8 7], a n d [B r e 6 7 ] f o r m o r e
d et ail s o n e q ui v a ri a nt h o m ot o p y a n d c o h o m ol o g y of s p a c e s wit h g r o u p
a cti o n s ( all t h e d e fi niti o n s a n d c o n st r u cti o n s w e u s e a r e s p e ci al c a s e s of t h e
g e n e r al t h e o r y d e s c ri b e d i n t h e s e st a n d a r d r ef e r e n c e s).

If 𝐻 i s a t o p ol o gi c al s p a c e wit h a Z 𝐻 - a cti o n ( gi v e n b y a c o nti n u o u s a ut o m o r-
p hi s m of t h e c o r r e ct o r d e r 𝐺 : 𝐻 → 𝐺 ), w e will si m pl y r ef e r t o 𝐻 a s a Z 𝐻 -s p a ce,
a n d w e u s e t h e m ulti pli c ati v e n ot ati o n 𝐺 · 𝐺 i n st e a d 𝐻 (𝐼 ).
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4. E q ui v a ri a n t O b s t r u c ti o n t h e o r y

4. 1. 1 C o n str u cti o n of t h e e q ui v ari a nt Eil e m b er g- M a c L a n e

s p a c e s

C o n str u cit o n of 𝐺 : T h e r e a r e s e v e r al di ff e r e nt b ut ulti m at el y e q ui v al e nt
w a y s of c o n st r u cti n g t h e s p a c e 𝐾 ; h e r e (f oll o wi n g [H at 0 2 , E x a m pl e 4. 1 3]),
w e will u s e a si m pl e i n d u cti v e c o n st r u cti o n t h at st a rt s wit h t h e s p h e r e 𝑇 2

a n d a c hi e v e s t ri vi alit y of t h e hi g h e r h o m ot o p y g r o u p s 𝑛 𝑌(𝑇 ), 𝑛 > 2 , b y
s u c c e s si v el y gl u ei n g t h e b o u n d a ri e s of hi g h e r a n d hi g h e r- di m e n si o n al di s k s
al o n g n o n-t ri vi al el e m e nt s of t h e c o r r e s p o n di n g h o m ot o p y g r o u p. T h e f o r m al
d e s c ri pti o n of t hi s c o n st r u cti o n u s e s t h e n oti o n of C W c o m ple xes .

A C W c o m ple x i s a s p a c e 𝑃 t o g et h e r wit h a i n c r e a si n g s e q u e n c e of s u b s p a c e s
( c all e d a filtr ati o n )

𝑇 0 ⊆ 𝒖 1 ⊆ 𝑔 2 ⊆ · · · ⊆ 𝜋,

wit h t h e f oll o wi n g p r o p e rti e s: 𝑆 0 i s a di s c r et e s et of p oi nt s ( c all e d verti ces
o r 0 - di me nsi o n al cells) a n d 𝐶 𝐶+ 1 i s c o n st r u ct e d b y att a c hi n g a s et of (𝐶 + 1 )-
di m e n si o n al di s c s 𝑘 𝑐+ 1

𝑐 t o 𝑘 𝑐 al o n g t h ei r b o u n d a r y vi a c o nti n u o u s m a p s
𝑘 (︁ : 𝑐 𝑐 )︁+ 1

𝑘 = 𝑐 𝑓
𝐺 → 𝐻 𝑣. T h u s

𝑣 𝑓+ 1 =
(𝐺 𝐻 ⊔

𝐻

𝐺

𝑘 𝐺+ 1
𝐺 )

⧸ ∼

w h e r e ∼ i d e nti fi e s 𝐾 𝑘 (𝑘 ) ∈ 𝑘 𝑘 wit h 𝑘 ∈ 𝐻 𝐻 𝐻+ 1
𝐺 . Fi n all y, t h e t o p ol o g y o n

𝐻 =
𝐺

𝐻 𝐻 𝐺 i s t h e s o- c all e d we a k t o p ol o g y (i. e., a s et 𝐺 ⊆ 𝐻 i s o p e n if a n d o nl y
if 𝐼 ∩ 𝐼 𝐺 i s o p e n i n 𝐼 𝐻 f o r e v e r y 𝐺). T h e s u b s p a c e 𝐻 𝐺 i s c all e d t h e 𝐻- di m e n si o n al
s k el et o n of 𝐺 .

W e s a y t h at 𝐾 i s Z 2 -C W c o m ple x if, f o r e a c h 𝐺 ≥ 0 , Z 2 a ct s o n t h e s et of
𝐺- si m pli c e s a n d t h e att a c hi n g m a p s r e s p e ct t h e a cti o n. A s r e m a r k e d a b o v e,
t h e g e o m et ri c r e ali z ati o n |𝐺 | of si m pli ci al s et 𝐾 i s a C W c o m pl e x e s, a n d if 𝑧
h a s a si m pli ci al Z 2 - a cti o n, t h e n |𝑦 | i s a Z 2 - C W c o m pl e x.

L e m m a 4. 1. 1. T here e xists a Z 2 - C W c o m ple x 𝑅 s u c h t h at

1. 𝑥 2 (𝑦 ) = 𝑧 2 (𝑅
2 );

2. 𝑘 𝑧(𝑥 ) = 0 f or all 𝑦 ≠ 2 ; a n d

3. t here is a Z 2 - m a p 𝑥 : 𝐴 2 → 𝑛 t h at i n d u ces a n is o m or p his m 𝑥 2 ( 𝑛) : 𝐴 2 (𝑓
2 ) →

𝜋 2 (𝑥 ) of gr o u ps wit h a Z 2 - a cti o n.

Pr o of s ket c h. T h e s p h e r e 𝑓 2 c a n b e vi e w e d a s a Z 2 - C W c o m pl e x wit h t h e
a nti p o d al a cti o n ( w e c a n, e. g., t a k e t h e g e o m et ri c r e ali z ati o n of t h e si m pli ci al
s et Σ 2 ). St a rti n g wit h t hi s Z 2 - C W c o m pl e x, w e c o n st r u ct t h e 𝑥- s k el et o n 𝜋 𝑓 of
𝐴 a s f oll o w s:

1. W e s et 𝑛 2 ≔ 𝐵 2 .

2. F o r 𝑛 > 2 w e c r e at e a s p a c e 𝑛 𝑛 a s f oll o w s: St a rt wit h 𝜋 𝑛− 1 a n d f o r e v e r y
g e n e r at o r 𝑚 of 𝜋 𝑛(𝑚 𝜋− 1 ) w e att a c h t w o (𝜎 + 1 )- di m e n si o n al di s c s 𝜋 𝜎 , 𝜋𝜎 ·𝑛

b y i d e ntif yi n g 𝑛 𝑓 𝜋 wit h 𝜋 a n d 𝑓 𝜋 𝑓 ·𝒩 wit h 𝜉 · 𝑛 . W e t h e n e xt e n d t h e Z 2

a cti o n i n t h e n at u r al w a y b y “ s w a p pi n g ” t h e p ai r e d di s c s 𝑛 𝒩 a n d 𝑛 𝜋 ·𝑛 .
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4. 1. E q ui v a ri a nt t o p ol o g y

3. Fi n all y, w e t a k e 𝐺 =
𝐾

𝑇≥ 2 𝑛 𝑌.

It i s n ot h a r d t o c h e c k ( s e e [H at 0 2 , E x a m pl e 4. 1 3]) t h at t h e Z 2 - C W c o m pl e x 𝑇
s ati s fi e s 𝑛 𝑃(𝑇 ) = 0 f o r 𝒖 ≥ 3 a n d 𝑔 𝜋(𝑆 ) = 𝐶 𝐶(𝐶

2 ) f o r 𝑘 ≤ 2 . F u rt h e r, 𝑐 : 𝑐 2 → 𝑘
i s d e fi n e d a s t h e i n cl u si o n of t h e 2 - s k el et o n 𝑐 2 = 𝑘 2 i nt o (︁ . □

C o n str u cit o n of 𝑐 : T h e p r o c e s s t o b uil d 𝑐 i s a n e a rl y i d e nti c al i n d u cti v e
c o n st r u cti o n st a rti n g f r o m |Θ 2 | a n d it e r ati v el y gl ui n g di s c s al o n g n o n t ri vi al
el e m e nt s of t h e c o r r e s p o n di n g h o m ot o p y g r o u p s.

I n p a rti c ul a r, b y mi mi c ki n g t h e p r o of of L e m m a 4. 1. 1 wit h t h e e x c e pti o n t h at
o n st e p 2. w e gl u e t h r e e di s c s i n st e a d of t w o, w e o bt ai n t h e f oll o wi n g r e s ult.

L e m m a 4. 1. 2. T here e xists a Z 3 - C W c o m ple x )︁ s u c h t h at

1. 𝑘 2 (𝑐 ) = 𝑓 2 (Θ
2 );

2. 𝐺 𝐻(𝑣 ) = 0 f or all 𝑣 ≠ 2 ; a n d

3. t here is a Z 3 - m a p 𝑓 : Θ 2 → 𝐺 t h at i n d u ces a n is o m or p his m 𝐻 2 ( 𝐻) : 𝐺 2 (Θ
2 ) →

𝑘 2 (𝐺 ) of gr o u ps wit h a Z 3 - a cti o n.

4. 1. 2 E q ui v ari a nt c o h o m ol o g y: A pri m er

W e n o w i nt r o d u c e t h e B r e d o n c o h o m ol o g y t h at will h el p u s cl a s sif y e q ui v-
a ri a nt m a p s. Si n c e t h e t h e o r y a n d t h e n e c e s s a r y c o m p ut ati o n s a r e b a si c all y
i d e nti c al f o r b ot h c a s e s w e a r e i nt e r e st e d i n (i. e. Z 2 a n d Z 3 f r e e a cti o n s), i n
t hi s s e cti o n w e will w o r k wit h s p a c e s wit h a f r e e Z 𝐺 - a cti o n ( wit h g e n e r at o r 𝐾 )
a n d s p e cif y 𝑘 = 2 o r 𝑘 = 3 o nl y w h e n n e e d e d.

P r e s c ri bi n g a Z 𝑘 - a cti o n o n a n A b eli a n g r o u p 𝑘 i s t h e s a m e a s gi vi n g 𝑘 t h e
st r u ct u r e of a m o d ul e o v e r t h e gr o u p ri n g Z [Z 𝐻 ] ( w hi c h i s i s o m o r p hi c t o t h e
t h e q u oti e nt Z [𝐻 ] /(𝐻 𝐺 − 1 ) of t h e p ol y n o mi al ri n g b y t h e i d e al (𝐻 𝐺 − 1 )). I n
p a rti c ul a r, if 𝐻 i s a s p a c e wit h a Z 𝐻 - a cti o n, t h e n t hi s a cti o n n at u r all y i n d u c e s
a Z 𝐺 - a cti o n o n e v e r y h o m ot o p y g r o u p 𝐺 𝐻(𝐼 ) a n d h e n c e t u r n s 𝐼 𝐺(𝐼 ) i nt o a
Z [Z 𝐻 ]- m o d ul e. I n w h at f oll o w s, w e will m ai nl y u s e t h e t e r mi n ol o g y of Z [Z 𝐺 ]-
m o d ul e s ( r at h e r t h a n s p e a ki n g of a b eli a n g r o u p s wit h Z 𝐻 - a cti o n s). W e a r e
n o w r e a d y t o r e c all t h e d e fi niti o n of e q ui v a ri a nt h o m ol o g y a n d c o h o m ol o g y
g r o u p s.

D e fi niti o n 4. 1. 1 ( E q ui v a ri a nt h o m ol o g y a n d c o h o m ol o g y). L et 𝐺 b e a Z 𝐻 - C W
c o m pl e x. It s 𝐺 - di m e n si o n al c h ai n g r o u p 𝐾 𝐺 (𝐺 ) h a s a n at u r al st r u ct u r e of
Z [Z 𝐺 ]- m o d ul e wit h m ulti pli c ati o n gi v e n o n a c ell 𝐾 b y

(

𝑧 − 1𝑦

𝑅= 0

𝑥 𝑦𝑧
𝑅)𝑘 =

𝑧 − 1𝑥

𝑦= 0

𝑥 𝐴(𝑛
𝑥 · 𝑛 )

a n d e xt e n d e d li n e a rl y. Si n c e t h e all t h e b o u n d a r y m a p s c o m m ut e wit h t h e
a cti o n, t h e s e a r e Z [Z 𝐴 ]- m o d ul e h o m o m o r p hi s m s, a n d h e n c e 𝑓 • (𝜋 ) c a n b e
vi e w e d a s a c h ai n c o m pl e x of Z [Z 𝑥 ]- m o d ul e s. W e d e n ot e t hi s c h ai n c o m pl e x
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4. E q ui v a ri a n t O b s t r u c ti o n t h e o r y

b y 𝐺
Z 𝐾
• (𝑇 ). T h e h o m ol o g y a s s o ci at e d t o t hi s c h ai n c o m pl e x i s t h e e q ui v ari a nt

h o m ol o g y of 𝑛 , d e n ot e d b y 𝑌
Z 𝑇
• (𝑛 ).

Fi x a Z [Z 𝑃 ]- m o d ul e 𝑇 , a n d c o n si d e r t h e e q ui v a ri a nt c o c h ai n c o m pl e x:

𝒖 𝑔
Z 𝜋

(𝑆 ; 𝐶 ) = H o m Z [Z 𝐶 ]

𝐶
𝑘

Z 𝑐

𝑐
(𝑘 ), 𝑐

𝑘

wit h t h e st a n d a r d c o b o u n d a r y m a p s. T h e c o h o m ol o g y of t hi s c o c h ai n
c o m pl e x i s t h e Bre d o n c o h o m ol o g y , d e n ot e d b y (︁ •

Z 𝑐
(𝑐 ; )︁ ).

T h e k e y r e s ult w e will n e e d i s t h e f oll o wi n g e q ui v a ri a nt v e r si o n of t h e cl a s si c al
B r o w n r e p r e s e nt a bilit y t h e o r e m:

T h e or e m 4. 1. 1 ([t o m 8 7, T h e o r e m II. 3. 1 7]; s e e al s o [M C C + 9 6 , C h a pt e r II]).
Let 𝑘 be a Z 𝑐 - C W c o m ple x w hi c h is a n Eile n ber g – M a c L a ne s p a ce w h ose u ni q ue
n o n-tri vi al h o m ot o p y gr o u p is 𝑓 𝐺(𝐻 ) ( we ass u me t h at 𝑣 1 (𝑣 ) is a beli a n if 𝑓 = 1 ).
T he n, f or e ver y Z 𝐺 - C W c o m ple x 𝐻 s u c h t h at t here is a Z 𝐻 - m a p 𝐺 → 𝑘 , t he set
[𝐺, 𝐺 ]Z 𝐾

of Z 𝑘 -e q ui v ari a nt h o m ot o p y cl asses of e q ui v ari a nt m a ps is i n b ĳe cti o n wit h
𝑘 𝑘

Z 𝑘
(𝑘 ; 𝐻 𝐻(𝐻 )).

W e will a p pl y T h e o r e m 4. 1. 1 i n t h e c a s e w h e r e 𝐺 = 𝐻 𝐺 ( wit h t h e di a g o n al
a cti o n) a n d, f o r 𝐻 = 2 , 𝐻 = 𝐺 i s t h e Eil e n b e r g – M a c L a n e s p a c e c o n st r u ct e d
i n L e m m a 4. 1. 1 w hil e 𝐺 = 𝐻 w h e n 𝐼 = 3 ( L e m m a 4. 1. 2). T h e l a st r e m ai ni n g
i n g r e di e nt f o r t h e p r o of of L e m m a s 3. 1. 3 a n d 3. 2. 1 i s t h e f oll o wi n g r e s ult o n
t h e B r e d o n c o h o m ol o g y of t h e t o r u s 𝐼 𝐺 , w hi c h w e will p r o v e i n S e cti o n 4. 1. 3
b el o w:

Pr o p o siti o n 4. 1. 1. Let 𝐼 be a Z [Z 𝐻 ]- m o d ule ge ner ate d b y a si n gle ele me nt s u c h
t h at A n n (𝐺 ) = ℑ t he i de al ge ner ate d b y t he ele me nt (1 + 𝐻 + . . . 𝐺 𝐻 − 1 ) ∈ Z [Z 𝐺 ].
F or all 𝐾, 𝐺 ≥ 1 ,

𝐺 𝐺
Z 𝐾

(𝑧 𝑦 ; 𝑅 ) ≅ Z
( 𝑥 − 1

𝑦 − 1 )
𝑧

.

T hi s i m m e di at el y i m pli e s L e m m a s 3. 1. 3 a n d 3. 2. 1 gi v e n t h e f oll o wi n g o b s e r-
v ati o n:

L e m m a 4. 1. 3. B ot h 𝑅 2 (𝑘 ) a n d 𝑧 2 (𝑥 ) are ge ner ate d b y a si n gle ele me nt as Z [Z 2 ]
a n d Z [Z 3 ]- m o d ules wit h a n ni hil at ors (1 + 𝑦 ) a n d (1 + 𝑥 + 𝐴 2 ) res pe cti vel y.

Pr o of. T h e s e c o n d h o m ot o p y g r o u p 𝑛 2 (𝑥
2 ) i s i s o m o r p hi c a s a Z [Z 2 ]- m o d ul e

t o ℨ − = Z w h e r e t h e m ulti pli c ati o n b y 𝑛 i s 𝐴 · 𝑓 = − 𝜋 ; i n p a rti c ul a r it i s
g e n e r at e d b y 1 a n d it s a n ni hil at o r i s t h e i d e al g e n e r at e d b y 1 + 𝑥 i n Z [Z 2 ].

O n t h e ot h e r h a n d, si n c e Θ 2 i s si m pl y c o n n e ct e d, b y H u r e wi c z t h e o r e m
[H at 0 2 , S e cti o n 4. 2], t h e r e i s a n i s o m o r p hi s m b et w e e n 𝑓 2 (Θ

2 ) a n d 𝑥 2 (Θ
2 )

t h at i s a n i s o m o r p hi s m of Z [Z 3 ]- m o d ul e s.

B y di r e ct c o m p ut ati o n, it i s e a s y t o s h o w t h at t h e c h ai n s 𝜋 𝑓 = 𝐴 𝑛 − 𝐵 𝑛+ 1 ∈ 𝑛 2 (Θ
2 )

( w h e r e 𝑛 0 = [• , • , • ] a n d 𝜋 · 𝑛 𝑚 = 𝜋 𝑛+ 1 , s e e Fi g u r e 2. 2) a r e c y cl e s a n d a n y t w o
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o ut of {[ 𝐺 𝐾] }0 ≤ 𝑇≤ 2 f o r m a b a si s f o r 𝑛 2 (Θ
2 ) ≅ Z ⊕ Z . Fi x [𝑌 0 ] a n d [𝑇 1 ], t h e n t h e

m ulti pli c ati o n b y 𝑛 i s

𝑃 · [𝑇 0 ] = [𝒖 · 𝑔 0 ] = [𝜋 1 ]

𝑆 · [𝐶 1 ] = [𝐶 · 𝐶 1 ] = [𝑘 2 ] = −[ 𝑐 0 ] − [𝑐 1 ],

T h e r ef o r e, 𝑘 2 (𝑐 ) i s g e n e r at e d o v e r Z [Z 3 ] b y 𝑘 = ( 1
0 ) a n d (︁ ∈ A n n (𝑐 2 (𝑐 )) if

a n d o nl y if )︁ 𝑘 = 0 ; h e n c e, if 𝑐 = 𝑓 0 + 𝐺 1 𝐻 + 𝑣 2 𝑣
2 , t h e n

𝑓 𝐺 = 𝐻 0

𝐻
1
0

𝐺
+ 𝑘 1

𝐺
0
1

𝐺
+ 𝐾 2

𝑘
− 1
− 1

𝑘
=

𝑘
𝑘 0 − 𝑘 2

𝐻 1 − 𝐻 2

𝐻
.

T h e r ef o r e, 𝐺 𝐻 = 0 if a n d o nl y if 𝐺 0 = 𝐻 1 = 𝐻 2 if a n d o nl y if 𝐺 ∈ ( 1 + 𝐺 + 𝐻 2 ). □

Pr o of of Le m m as 3. 1. 3 a n d 3. 2. 1. I n t h e c a s e 𝐼 = 2 , b y c o m bi ni n g T h e o r e m 4. 1. 1
a n d P r o p o siti o n 4. 1. 1 a n d s p e ci ali zi n g t o 𝐼 = 2 , w e g et t h e f oll o wi n g b ĳ e cti o n:

[𝐺 𝐼 , 𝐻]Z 2 ≅ 𝐺 2
Z 2

(𝐻 𝐺 ; 𝐻 2 (𝐺
2 )) ≅ Z 𝐾 − 1

2

T h u s, [𝐺 𝐺 , 𝐺]Z 2 h a s 2 𝐾 − 1 el e m e nt s, a s w e w a nt e d t o s h o w.

Si mil a rl y, w h e n 𝑧 = 3 , w e g et t h e b ĳ e cti o n:

[𝑦 𝑅 , 𝑥]Z 3 ≅ 𝑦 2
Z 3

(𝑧 𝑅 ; 𝑘 2 (𝑧 )) ≅ Z 𝑥 − 1
3

T h u s, [𝑦 𝑥 , 𝐴]Z 2 c o nt ai n s 3 𝑛 − 1 el e m e nt s. □

4. 1. 3 T h e e q ui v ari a nt c o h o m ol o g y of t h e t or u s

T hi s s e cti o n i s d e v ot e d t o p r o vi n g P r o p o siti o n 4. 1. 1. W e b e gi n wit h t w o
t e c h ni c al l e m m a s t h at a r e u s ef ul f o r c o m p uti n g t h e e q ui v a ri a nt c o h o m ol o g y
of s p a c e s wit h a f r e e a cti o n.

L e m m a 4. 1. 4. If t he a cti o n o n 𝑥 is free a n d cell ul ar, t he n 𝑛
Z 𝐴
• (𝑓 ) is a c h ai n c o m ple x

of free Z [Z 𝜋 ]- m o d ules.

Pr o of. F o r e v e r y o r bit of 𝑥 - c ell s i n 𝑓 c h o o s e a r e p r e s e nt ati v e 𝑥 , a n d o b s e r v e
t h at t h e m o d ul e 𝜋 𝑓 (𝐴 ) i s f r e el y g e n e r at e d b y t h e s et of t h e s e r e p r e s e nt ati v e s.

□

T h e a b o v e l e m m a i m pli e s t h at t h e f u n ct o r H o m Z [Z 𝑛 ](𝐵
Z 𝑛

𝑛
(𝑛 ), −) i s e x a ct f o r

all f r e e Z 𝜋 - C W c o m pl e x e s 𝑛 a n d 𝑚 ≥ 0 . T h e r ef o r e, if w e h a v e a s h o rt e x a ct
s e q u e n c e of Z [Z 𝜋 ]- m o d ul e s

0 𝑛 𝑚 𝜋 0
𝜎 𝜋

t h e r e i s a c o r r e s p o n di n g s h o rt e x a ct s e q u e n c e of c o c h ai n c o m pl e x e s

0 𝜎 •
Z 𝜋

(𝜎 ; 𝑛 ) 𝑛 •
Z 𝑓

(𝜋 ; 𝜋 ) 𝑓 •
Z 𝜋

(𝑓 ; 𝒩 ) 0
𝜉 ∗ 𝑛∗
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a n d t h u s a l o n g e x a ct s e q u e n c e i n c o h o m ol o g y

· · · 𝐺 𝐾
Z 𝑇

(𝑛 ; 𝑌 ) 𝑇 𝑛
Z 𝑃

(𝑇 ; 𝒖 ) 𝑔 𝜋
Z 𝑆

(𝐶 ; 𝐶 )

𝐶 𝑘+ 1
Z 𝑐

(𝑐 ; 𝑘 ) 𝑐 𝑘+ 1
Z (︁

(𝑐 ; 𝑐 ) · · ·

N ot e t h at Z al w a y s a d mit s a st r u ct u r e of Z [Z )︁ ]- m o d ul e: 𝑘 · 1 = 1 ; i n w hi c h
c a s e t h e a cti o n i s t ri vi al a n d w e d e n ot e s u c h m o d ul e a s ℨ + .

D e fi n e ℑ = (1 + 𝑐 +· · · + 𝑓 𝐺 − 1 )Z [Z 𝐻 ] t h e i d e al g e n e r at e d b y 1 + 𝑣 +· · · + 𝑣 𝑓 − 1 a n d
ℭ t h e m o d ul e Z 𝐺 w h e r e t h e a cti o n i s 𝐻 (𝐻 0 , . . . , 𝐺𝑘 − 1 ) = (𝐺 𝐺 − 1 , 𝐾0 , . . . , 𝑘𝑘 − 2 ),
i. e., it s hift s t h e c o o r di n at e s c y cli c all y. T h e n, w e h a v e t h e f oll o wi n g di a g r a m
of Z [Z 𝑘 ]- m o d ul e:

ℨ + ℑ

ℭ Z [Z 𝑘 ]

𝑘

𝐻 1

𝐻

𝐻 2

T h e m a p s i n t hi s di a g r a m a r e d e fi n e d a s: 𝐺 (𝐻 ) = (𝐺, . . . , 𝐻 ), 𝐻 i s t h e i n cl u si o n,
𝐺 1 (𝐺 ) = 𝐻 (1 + 𝐼 + · · · + 𝐼 𝐺 − 1 ), a n d 𝐼 2 (𝐻 0 , . . . , 𝐺𝐻 − 1 ) = 𝐺 0 + 𝐻 1 𝐺 + · · · + 𝐾 𝐺 − 1 𝐺

𝐺 − 1 .
M o r e o v e r, n ot e t h at 𝐾 1 a n d 𝑧 2 a r e i s o m o r p hi s m s of Z [Z 𝑦 ]- m o d ul e s, h e n c e
t h e c o r r e s p o n di n g i n d u c e d c o c h ai n m a p s

(𝑅 1 )∗ : 𝑥 •
Z 𝑦

(𝑧 ; ℨ + ) → 𝑅 •
Z 𝑘

(𝑧 ; ℑ ) (𝑥 1 )∗ : 𝑦 ↦ →𝑥 1 ◦ 𝐴

(𝑛 2 )∗ : 𝑥 •
Z 𝑛

(𝐴 ; ℭ ) → 𝑓 •
Z 𝜋

(𝑥 ; Z [Z 𝑓 ]) (𝑥 2 )∗ : 𝜋 ↦ →𝑓 2 ◦ 𝐴

a r e i s o m o r p hi s m s of c o c h ai n c o m pl e x e s.

A s s u m e n o w t h at 𝑛 i s a C W c o m pl e x wit h a f r e e c ell ul a r Z 𝐵 - a cti o n, a n d l et
𝑛 : 𝑛 → 𝑛 / Z 𝜋 b e t h e p r oj e cti o n m a p t h at m a p s e a c h el e m e nt of 𝑛 t o it s o r bit.
W e h a v e t w o i s o m o r p hi s m s of c h ai n c o m pl e x e s of A b eli a n g r o u p s:

ℎ 1 : 𝑚 • (𝜋 ⧸ Z 𝑛
; Z ) → 𝑚 •

Z 𝜋
(𝜎 ; ℨ + ) ℎ 1 (𝜋 ) : 𝜎 ↦ →𝜋 (𝜎 (𝑛 ))

ℎ 2 : 𝑛 • (𝑓 ; Z ) → 𝜋 •
Z 𝜋

(𝑓 ; ℭ ) ℎ 2 (𝜋 ) : 𝑓 ↦ →
𝒩
𝜉 (𝑛 𝑛 · 𝒩 )

𝑛
0 ≤ 𝜋< 𝑛 .

L e m m a 4. 1. 5. Let 𝑚 be a C W c o m ple x wit h a free Z 𝜉 - a cti o n, t he n t he f oll o wi n g
di a gr a m c o m m utes

𝑚 • (𝜋 ⧸ Z 𝜋
; Z ) 𝒩 •

Z 𝜉
(𝑛 ; ℨ + ) 𝜉 •

Z 𝒩
(𝜉 ; ℑ )

𝑓 • (𝜉 ; Z ) 𝑛 •
Z 𝑓

(𝑓 ; ℭ ) 𝑛 •
Z 𝑘

(𝑔 ; Z [Z 𝑘 ])

𝑁 ∗

ℎ 1

𝑁 ∗

(𝑓 1 )∗

𝑛∗

ℎ 2 (𝑓 2 )∗

M ore o ver, as alre a d y n ote d, all t he h ori z o nt al h o m o m or p his ms (i.e. ℎ 𝜋 a n d (𝑓 𝜎)∗ ) are
is o m or p his ms of c o c h ai n c o m ple xes.

Pr o of. T h e ri g ht s q u a r e c o m m ut e s b y f u n ct o ri alit y of 𝑚 •
Z 𝜋

(𝜎 ; −) , t h e r ef o r e it

i s e n o u g h t o s h o w t h at t h e l eft s q u a r e c o m m ut e s, i. e., t h at, f o r a n y 𝑛 ≥ 0 a n d
a n y 𝑚 ∈ 𝑓 𝐴 (𝑛 / Z 𝐵 ; Z ), ℎ 2 (𝑖

∗ (𝑖 )) = 𝑘 ∗ ( ℎ 1 (𝑓 )):

3 4



4. 1. E q ui v a ri a nt t o p ol o g y

W e h a v e, f o r all 𝐺 ∈ 𝐾
Z 𝑇

𝑛
(𝑌 ),

ℎ 2 (𝑇
∗ (𝑛 ))(𝑃 ) = (𝑇 ∗ (𝒖 )(𝑔 𝜋 · 𝑆 ))0 ≤ 𝐶< 𝐶 =

𝐶
𝑘 (𝑐 (𝑐 𝑘 · 𝑐 ))

𝑘
0 ≤ (︁< 𝑐 =

𝑐
)︁ (𝑘 (𝑐 ))

𝑓

= ( ℎ 1 (𝐺 )(𝐻 ), ℎ1 (𝑣 )(𝑣 ))0 ≤ 𝑓< 𝐺 = 𝐻 ∗ ( ℎ 1 (𝐻 ))(𝐺 )

a s cl ai m e d. □

T h e l a st i n g r e di e nt w e will n e e d i s t o d et e r mi n e w h at t h e p r oj e cti o n m a p 𝑘 ∗

d o e s o n t h e l e v el of c o h o m ol o g y. W hil e it i s p o s si bl e t o c o m p ut e 𝐺 ∗ di r e ctl y,
it i s e a si e r t o vi e w t h e a cti o n o n t h e t o r u s f r o m a di ff e r e nt p e r s p e cti v e t o
si m plif y t h e c al c ul ati o n s:

L e m m a 4. 1. 6. Let 𝐺 be t he t or us 𝐾 𝑘 ⊆ C 𝑘 wit h t he di a g o n al Z 𝑘 - a cti o n gi ve n
b y t he m ulti pli c ati o n wit h a pri miti ve 𝑘 -r o ot of u nit y 𝑘 𝐻 (i.e., 𝐻 · (𝐻 1 , . . . , 𝐺𝐻 ) =
(𝐺 𝐻 𝐻 1 , . . . , 𝐺 𝐺 𝐻 𝐼 )). Let 𝐼 be t he s a me t or us b ut wit h Z 𝐺 a cti n g o nl y o n t he first
c o or di n ate (i.e., 𝐼 · (𝐻 1 , . . . , 𝐺𝐻 ) = (𝐺 𝐻 𝐺 1 , 𝐾2 , . . . , 𝐺𝐺 )). T he n t here is a Z 𝐺 -e q ui v ari a nt
h o me o m or p his m 𝐾 → 𝑧 .

Pr o of. T h e m a p s ℎ : 𝑦 → 𝑅 a n d ℎ ′ : 𝑥 → 𝑦 d e fi n e d b y

ℎ : (𝑧 1 , . . . , 𝑅𝑘 )↦ → (𝑧 1 , 𝑥− 1
1 𝑦 2 , . . . , 𝑥− 1

1 𝐴 𝑛 )

ℎ ′ : (𝑥 1 , . . . , 𝑛𝐴 )↦ → (𝑓 1 , 𝜋1 𝑥 2 , . . . , 𝑓1 𝑥 𝜋 )

a r e cl e a rl y c o nti n u o u s a n d m ut u all y i n v e r s e. W e will s h o w t h at ℎ p r e s e r v e
t h e a cti o n s i n v ol v e d, a n d h e n c e t h at ℎ i s a n e q ui v a ri a nt h o m e o m o r p hi s m:

ℎ (𝑓 ·𝐴 (𝑛 1 , . . . , 𝐵𝑛 )) = ℎ (𝑛 𝑛 𝜋 1 , . . . , 𝑛 𝑚 𝜋 𝑛 ) = (𝑚 𝜋 𝜎 1 , 𝜋− 1
1 𝜎 2 , . . . , 𝜋𝜎 𝑛 − 1

1 )

= 𝑛 ·𝑓 ℎ (𝜋 1 , . . . , 𝜋𝑓 ) □

Re m ar k 1 . If w e vi e w t h e t o r u s 𝜋 𝑓 a s t h e q u oti e nt of R 𝒩 b y t h e st a n d a r d l atti c e
Z 𝜉 , t h e n L e m m a 4. 1. 6 s h o w s t h at f a ct o ri n g o ut t h e a cti o n i s t h e s a m e a s
f a ct o ri n g o ut t h e l atti c e g e n e r at e d b y { 1

𝑛 𝑛 1 , 𝒩2 , . . . , 𝑛𝜋 } . H e n c e, t o p ol o gi c all y,
t h e q u oti e nt i s still a t o r u s.

T h u s, f o r t h e r e m ai ni n g ( c o) h o m ol o gi c al c al c ul ati o n s, w e c a n a s s u m e t h at
Z 𝑛 a ct s o n 𝑚 𝜉 b y c h a n gi n g o nl y o n t h e fi r st c o o r di n at e. U si n g t hi s si m-
pli fi e d a cti o n o n t h e t o r u s it i s m u c h e a si e r t o c o m p ut e t h e q u oti e nt m a p
𝑚 ∗ : 𝜋 • (𝜋 𝒩 / Z 𝜉 ) → 𝑛 • (𝜉 𝒩 ). T o a c hi e v e t hi s o bj e cti v e, it i s n e c e s s a r y t o fi x a
b a si s f o r t h e c o h o m ol o g y of t h e t o r u s. T h e i d e al c h oi c e w o ul d b e a b a si s
t h at i s “ e a s y ” t o e v al u at e o n h o m ol o g y cl a s s e s i n o r d e r t o c o m p ut e e a sil y t h e
i m a g e of 𝜉 ∗ .

I n t h e c a s e of t h e t o r u s, a di r e ct a p pli c ati o n of t h e u ni v e r s al c o e ffi ci e nt t h e o r e m
[H at 0 2 , S e cti o n 3. 1] s h o w t h at h o m ol o g y a n d c o h o m ol o g y i n di m e n si o n 1 a r e
d u al t o e a c h ot h e r; h e n c e w e c a n c h o o s e a s b a si s f o r t h e fi r st c o h o m ol o g y g r o u p
t h e d u al of a s uit a bl e b a si s f o r t h e fi r st h o m ol o g y g r o u p. I n p a rti c ul a r, l et
{ 𝑓 𝜉} b e t h e b a si s f o r 𝑛 1 (𝑓

𝑓 ) c o r r e s p o n di n g t o t h e st a n d a r d c o o r di n at e c y cl e s
i n 𝑛 1 (𝑘

𝑔 ) (i. e., 𝑘 𝑁 c o r r e s p o n d s t o t h e ( n o n- e q ui v a ri a nt) i n cl u si o n 𝑁 1 ↩→ 𝑓 𝑛 ,
𝑓 ↦ → (0 , . . . , 0 , 𝜋, 0 , . . . , 0 ) i n t h e 𝑓t h c o o r di n at e, 1 ≤ 𝜎 ≤ 𝑚 ), a n d d e n ot e b y
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{ 𝐺 𝐾} t h e d u al b a si s i n 𝑇 1 (𝑛 𝑌 ) ≅ H o m (𝑇 1 (𝑛
𝑃 ), Z ); a n al o g o u sl y, d e fi n e b a s e s

{ 𝑇 𝒖} of 𝑔 1 (𝜋
𝑆 / Z 𝐶 ) a n d { 𝐶 𝐶} of 𝑘 1 (𝑐 𝑐 / Z 𝑘 ). T h e n

𝑐 ∗
1 (𝑘

(︁) =

𝑐
𝑐 )︁ 1 if 𝑘 = 1

𝑐 𝑓 ot h e r wi s e.

T h e ri n g st r u ct u r e o n c o h o m ol o g y ( s e e [ H at 0 2 , S e cti o n 3. 2]) of t h e t o r u s
all o w s u s t o b uil d a c o n v e ni e nt b a si s f o r all t h e ot h e r c o h o m ol o g y g r o u p s
o ut of { 𝐺 𝐻} . I n f a ct, el e m e nt s of t h e f o r m 𝑣 𝑣 = 𝑓 𝐺1 ⌣ · · · ⌣ 𝐻 𝐻𝐺 , w h e r e
𝑘 = (𝐺1 , . . . , 𝐺𝐾 ) a n d 𝑘1 < · · · < 𝑘𝑘 , f o r m a b a si s f o r 𝑘 𝑘 (𝐻 𝐻 ). L et 𝐻 𝐺 d e n ot e t h e
a n al o g o u s b a si s f o r 𝐻 𝐺 (𝐻 𝐻 / Z 2 ). Si n c e 𝐺 ∗ i s a ri n g m a p, it c o m m ut e s wit h t h e
c u p p r o d u ct, h e n c e it c a n b e e x pli citl y c o m p ut e d o n s u c h a b a si s. W e h a v e
t h at, f o r all 𝐺 ,

𝐻 ∗
𝐼 (𝐼 𝐺 ) = 𝐼 ∗

1 (𝐻
𝐺1 ) ⌣ · · · ⌣ 𝐻 ∗

1 (𝐺
𝐻𝐺 ) =

𝐾
𝐺 𝐺 𝐺 if 𝐾1 = 1

𝑧 𝑦 el s e.

I n p a rti c ul a r, 𝑅 ∗
𝑥

i s i nj e cti v e f o r all 𝑦 ≥ 0 a n d, i n t hi s c h oi c e of b a si s, 𝑧 ∗ i s t h e

di a g o n al m at ri x wit h
𝑅𝑘 − 1
𝑧 − 1

𝑥
𝑦 ’ s a n d

𝑥𝐴 − 1
𝑛

𝑥
1’ s o n t h e di a g o n al.

W e a r e fi n all y r e a d y t o c o m p ut e t h e e q ui v a ri a nt c o h o m ol o g y g r o u p of t h e
t o r u s 𝑛 𝐴 a n d p r o v e P r o p o siti o n 4. 1. 1.

Pr o of of Pr o p ositi o n 4. 1. 1. Fi x 𝑓 ≥ 2 . B y h y p ot h e si s, w e h a v e a s h o rt e x a ct
s e q u e n c e

0 ℑ Z [Z 𝜋 ] 𝑥 0

w hi c h i n d u c e s s h o rt e x a ct s e q u e n c e of c o c h ai n c o m pl e x e s

0 𝑓 •
Z 2

(𝑥 𝜋 ; ℑ ) 𝑓 •
Z 2

(𝐴 𝑛 ; Z [Z 𝐵 ]) 𝑛 •
Z 2

(𝑛 𝑛 ; 𝜋 ) 0

U si n g L e m m a 4. 1. 5, w e g et t h at t h e f oll o wi n g s h o rt s e q u e n c e i s al s o e x a ct

0 𝑛 •
𝑚
𝜋 𝑛

⧸ Z 𝑚

𝜋
𝜎 • (𝜋 𝜎 ) 𝜋 •

Z 𝜎
(𝑛 𝑛 ; 𝑓 ) 0

𝜋 ∗

T hi s s h o rt e x a ct s e q u e n c e i n d u c e s t h e f oll o wi n g l o n g e x a ct s e q u e n c e i n
c o h o m ol o g y

· · · 𝜋 𝑓
𝜋
𝑓 𝒩

⧸ Z 𝜉

𝑛
𝑛 𝒩 (𝑛 𝜋 ) 𝑛 𝑚

Z 𝜉
(𝑚 𝜋 ; 𝜋 )

𝒩 𝜉 + 1
𝑛
𝜉 𝒩

⧸ Z 𝜉

𝑓
𝜉 𝑛 + 1 (𝑓 𝑓 ) · · ·

𝑛 ∗
𝑘

𝑔 ∗
𝑘 + 1

Si n c e 𝑁 ∗
𝑁

i s i nj e cti v e f o r a n y 𝑓 ≥ 1 , b y e x a ct n e s s w e h a v e t h at 𝑛 𝑓
Z 𝜋

(𝑓 𝜎 ; 𝑚 ) ≅

c o k e r 𝜋 ∗
𝜎
. Fi n all y,

c o k e r 𝑛 ∗
𝑚 = Z ( 𝑓

𝐴 )/ i m 𝑛 ∗
𝐵 ≃ Z

( 𝑖 − 1
𝑖 − 1 )

𝑘

w hi c h yi el d s t h e d e si r e d r e s ult. □
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4. 2. M o n o mi al M a p s, D e g r e e s, a n d [𝐺 𝐾 , 𝑇]Z 2

4. 2 M o n o mi al M a p s, D e g r e e s, a n d [𝑛 𝑌 , 𝑇]Z 2

T h e g o al of t hi s s e cti o n i s t o p r o v e P r o p o siti o n 3. 1. 1.

T o t hi s e n d, w e will d e fi n e, f o r e v e r y e q ui v a ri a nt c o nti n u o u s m a p 𝑛 : 𝑃 𝑇 → 𝒖 ,
a s e q u e n c e of n u m b e r s d e g 𝑔( 𝜋 ) ∈ Z 2 , 1 ≤ 𝑆 ≤ 𝐶 , t h at a r e i n v a ri a nt u n-
d e r e q ui v a ri a nt h o m ot o p y. A s w e will s e e b el o w, t h e s e n u m b e r s s ati sf y𝐶 𝐶

𝑘= 1 d e g 𝑐( 𝑐 ) ≡ 1 m o d 2 . T h u s, b y a s si g ni n g t o e v e r y e q ui v a ri a nt h o m ot o p y
cl a s s [ 𝑘 ] ∈ [𝑐 𝑘 , (︁]Z 2 t h e s e q u e n c e 𝑐 𝑐 ([ )︁ ]) = (d e g 1 ( 𝑘 ), . . . , d e g 𝑐 ( 𝑓 )) ∈ Z 2

𝐺 , w e

g et a w ell- d e fi n e d m a p 𝐻 𝑣 : [𝑣 𝑓 , 𝐺]Z 2 → 𝐻
(𝐻 )
2

.

T o d e fi n e t h e i n v a ri a nt s d e g 𝐺 a n d t h r o u g h o ut t hi s s e cti o n, w e a s s u m e s o m e
f a mili a rit y wit h f u n d a m e nt al n oti o n s of al g e b r ai c t o p ol o g y, i n cl u di n g h o-
m ot o p y, C W c o m pl e x e s, si m pli ci al a n d c ell ul a r a p p r o xi m ati o n t h e o r e m s,
a n d si m pli ci al a n d c ell ul a r h o m ol o g y a n d c o h o m ol o g y; w e r ef e r t o [ H at 0 2 ]
f o r g e n e r al b a c k g r o u n d, a n d t o [M C C + 9 6 , C h a pt e r s I a n d II],[t o m 8 7], a n d
[ B r e 6 7] f o r m o r e d et ail s o n t h e e q ui v a ri a nt s etti n g.

W e will u s e t h e f a ct t h at t h e s p a c e 𝑘 i s i s a C W c o m pl e x c o n st r u ct e d f r o m
Σ 2 b y att a c hi n g hi g h e r- di m e n si o n al c ell s ( s e e t h e p r o of of L e m m a 4. 1. 1 i n
S e cti o n 4. 1. 1); i n p a rti c ul a r, t h e 1 - di m e n si o n al a n d 2 - di m e n si o n al s k el et a of
𝐺 a r e Σ 1 a n d Σ 2 , r e s p e cti v el y.

F o r a C W c o m pl e x 𝐺 , l et 𝐾 • (𝑘 ) a n d 𝑘 • (𝑘 ) d e n ot e t h e c ell ul a r c h ai n a n d
c o c h ai n c o m pl e x e s of 𝑘 wit h Z 2 - c o e ffi ci e nt s, r e s p e cti v el y ( si n c e w e w o r k wit h
Z 2 - c o e ffi ci e nt s, 𝑘- di m e n si o n al c o c h ai n s c o r r e s p o n d t o s u b s et s of 𝐻- di m e n si o n al
c ell s of 𝐻 , a n d 𝐻- di m e n si o n al c h ai n s c o r r e s p o n d t o fi nit e s u b s et s); i n t h e
s p e ci al c a s e t h at 𝐺 i s a si m pli ci al c o m pl e x o r si m pli ci al s et, 𝐻 • (𝐺 ) a n d 𝐻 • (𝐻 )
a r e i s o m o r p hi c t o t h e si m pli ci al c h ai n a n d c o c h ai n c o m pl e x of 𝐺 , r e s p e cti v el y.

T o m oti v at e t h e f oll o wi n g d e fi niti o n, c o n si d e r t h e t o r u s 𝐺 2 ≅ |Γ 2
𝐻
| a n d a n d

e q ui v a ri a nt m a p 𝐼 : 𝐼 2 → 𝐺 . C o n si d e r a l o o p i n 𝐼 2 t h at w r a p s a r o u n d t h e
fi r st c o o r di n at e di r e cti o n, s a y t h e ci r cl e 𝐻 1 = {( 𝐺 1 , 1 ) : 𝐻 1 ∈ 𝐺 1 } ≅ 𝐻 1 ⊂ 𝐺 2 .
N ot e t h at t h e ci r cl e 𝐾 1 i s t ri a n g ul at e d b y a s u b c o m pl e x of Γ 2

𝐺
, b ut it i s n ot

fi x e d u n d e r t h e Z 2 - a cti o n o n 𝐺 2 . If 𝐺 = 𝐾 (1 ,0 ) i s t h e m o n o mi al m a p gi v e n b y

(𝑧 1 , 𝑦2 )↦ →↦ → 𝑅(𝑥 1 ), t h e n 𝑦 m a p s t h e ci r cl e 𝑧 1 t o t h e 1 - s k el et o n Σ 1 of 𝑅 , w hi c h
i s a ci r cl e a s w ell, a n d a s a m a p b et w e e n ci r cl e s, 𝑘 h a s d e g r e e 1 ; t h u s, t h e r e i s
a n o d d n u m b e r of e d g e s [𝑧, 𝑥 ] i n t h e t ri a n g ul ati o n of 𝑦 1 t h at s ati sf y 𝑥 (𝐴 ) = •
a n d 𝑛 (𝑥 ) = • . If 𝑛 i s m e r el y e q ui v a ri a ntl y h o m ot o pi c t o 𝐴 (1 ,0 ), h o w e v e r, t h e n
t hi s n e e d n o l o n g e r b e t h e c a s e: I nt uiti v el y, w e c a n vi s u ali z e t h e h o m ot o p y
a s “ m o vi n g ” t h e i m a g e of t h e e d g e s of t h e t o r u s t h r o u g h t h e di s c s i n Σ 2 ,
t h e r ef o r e p ot e nti all y c h a n gi n g t h e p a rit y of t h e d e g r e e w e a r e i nt e r e st e d i n.
T h e h o m ot o p y h a s t o b e e q ui v a ri a nt, h o w e v e r, a n d t h u s h a s t o m o dif y e a c h
a nti p o d al e d g e i n t h e o p p o sit e w a y. A s a c o n s e q u e n c e, a 2 - di m e n si o n al b a n d
c o n n e cti n g t h e ci r cl e 𝑓 1 a n d it s a nti p o d al ci r cl e 𝜋 · 𝑥 1 h a s t o b e “ d r a g g e d ”
a r o u n d o v e r t h e di s c s of Σ 2 a n d t h u s, w hil e t h e d e g r e e mi g ht c h a n g e al o n g
e q ui v a ri a nt h o m ot o pi e s, t hi s di ff e r e n c e will b e r e gi st e r e d i n t h e b e h a vi o u r of
t h e c o n n e cti n g b a n d. W e will n o w f o r m ali z e t hi s g e o m et ri c i nt uiti o n.

D e fi niti o n 4. 2. 1. L et 𝑓, 𝑥 ′ b e t w o p o siti v e i nt e g e r s di vi si bl e b y 4 , a n d c o n si d e r
t h e 2 - di m e n si o n al t o r u s 𝜋 2 = |Γ 𝑓 × Γ 𝐴 ′ |. L et 𝑛 0 ∈ 𝐵 1 (𝑛 ) a n d 𝑛 0 ∈ 𝑛 2 (𝜋 ) b e
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𝐺 1

𝐾 · 𝑇 1

𝑛 1

σ 3 (x 1 )
σ 3 (b 1 )

σ 3 (ν · x 1 )

Fi g u r e 4. 1: C o o r di n at e c y cl e a n d b a n d i n 𝑌 2 a n d 𝑇 3 .

t h e d u al of 𝑛 0 = [• , • ] ∈ 𝑃 1 (Σ
2 ) = 𝑇 1 (𝒖 ) a n d 𝑔 0 = [• , • , • ] ∈ 𝜋 2 (Σ

2 ) = 𝑆 2 (𝐶 )
r e s p e cti v el y (i. e., 𝐶 0 ([• , • ]) = 0 a n d 𝐶 0 ([• , • ]) = 1 , si mil a rl y f o r 𝑘 0 ). M o r e o v e r,
l et 𝑐 1 ∈ 𝑐 1 (Γ 𝑘 × Γ 𝑐 ′ ) b e t h e “ fi r st c o o r di n at e c y cl e ” i n |Γ 𝑘 × Γ (︁ ′ | ≅ 𝑐 2 (i. e.,

𝑐 1 =
)︁ 𝑘 − 1

𝑐 = 0 [( 𝑓, 0 )( 𝐺 + 1 , 0 )] ∈ 𝐻 1 (Γ 𝑣 × Γ 𝑣 ′ )), a n d l et 𝑓 1 ∈ 𝐺 2 (Γ 𝐻 × Γ 𝐻 ′ ) b e t h e
“ b a n d ” c o n n e cti n g 𝐺 1 wit h 𝑘 · 𝐺 1 (i. e., 𝐺 𝐾 1 = 𝑘 1 + 𝑘 · 𝑘 1 ; s e e Fi g u r e 4. 1). L et
𝑘 : |Γ 𝑘 × Γ 𝐻 ′ | → 𝐻 b e a n e q ui v a ri a nt m a p. B y t h e ( e q ui v a ri a nt) c ell ul a r
a p p r o xi m ati o n t h e o r e m, 𝐻 i n d u c e s a n e q ui v a ri a nt c o c h ai n m a p 𝐺 ∗ : 𝐻 • (𝐺 ) →
𝐻 • (Γ 𝐻 × Γ 𝐺 ′ ) (i. e., e q ui v a ri a nt h o m o m o r p hi s m s 𝐺 ∗ : 𝐻 𝐼(𝐼 ) → 𝐺 𝐼(𝐻 ) t h at
c o m m ut e wit h t h e c o b o u n d a r y m a p). W e d e fi n e

d e g 1 ( 𝐺 ) =
𝐻
𝐺 ∗ (𝐻 0 )(𝐺 1 ) + 𝐾 ∗ (𝐺 0 )(𝐺 1 )

𝐺
m o d 2

C r u ci all y, t hi s n oti o n of d e g r e e i s i n v a ri a nt u n d e r e q ui v a ri a nt h o m ot o pi e s:

L e m m a 4. 2. 1. Fi x p ositi ve i nte gers 𝐾, 𝑧 0 a n d 𝑦 1 di visi ble b y 4 . Let 𝑅0 : |Γ 𝑥 × Γ 𝑦 0 | →
𝑧 a n d 𝑅1 : |Γ 𝑘 × Γ 𝑧 1 | → 𝑥 be e q ui v ari a nt m a ps t h at are e q ui v ari a ntl y h o m ot o pi c.
T he n d e g 1 ( 𝑦0 ) = d e g 1 ( 𝑥1 ).

Pr o of. A s s u m e fi r st t h at 𝐴 0 = 𝑛 1 . B y t h e c ell ul a r a p p r o xi m ati o n t h e o r e m
a g ai n, t h e r e i s a n e q ui v a ri a nt c o c h ai n h o m ot o p y b et w e e n t h e i n d u c e d c o c h ai n
m a p s 𝑥 ∗

0
, 𝑛 ∗

1
: 𝐴 • (𝑓 ) → 𝜋 • (𝑥 ), i. e., t h e r e e xi st e q ui v a ri a nt h o m o m o r p hi s m s

ℎ : 𝑓 𝑥(𝜋 ) → 𝑓 𝐴− 1 (𝑛 ) s ati sf yi n g

𝐵 ∗
0 + 𝑛 ∗

1 = 𝑛 ℎ + ℎ 𝑛 .

T h e r ef o r e, o n t h e c o c h ai n s of di m e n si o n 1 w e h a v e:

𝜋 ∗
0 (𝑛 0 )(𝑚 1 ) + 𝜋 ∗

1 (𝑛 0 )(𝑚 1 ) = (𝜋 ℎ (𝜎 0 ))(𝜋 1 ) + ( ℎ 𝜎 (𝜋 0 ))(𝜎 1 ) = 0 + ℎ (𝑛 0 + 𝑛 1 )(𝑓 1 )

w h e r e t h e s e c o n d e q u alit y i s o bt ai n e d b y u si n g t h e f a ct t h at 𝜋 𝜋 1 = 0 a n d
𝑓 𝜋 0 = 𝑓 0 + 𝒩 1 .

O n t h e 2 - c o c h ai n s w e h a v e:

𝜉 ∗
0 (𝑛 0 )(𝑛 1 ) + 𝒩 ∗

1 (𝑛 0 )(𝜋 1 ) = (𝑛 ℎ (𝑚 0 ))(𝜉 1 ) + ( ℎ 𝑚 (𝜋 0 ))(𝜋 1 ) = ℎ (𝒩 0 )(𝜉 1 + 𝑛 · 𝜉 1 ) + 0

w h e r e w e u s e t h at 𝒩 𝜉 1 = 𝑓 1 + 𝜉 · 𝑛 1 a n d 𝑓 𝑓 0 = 0 .
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4. 2. M o n o mi al M a p s, D e g r e e s, a n d [𝐺 𝐾 , 𝑇]Z 2

M o r e o v e r, ℎ i s e q ui v a ri a nt, h e n c e ℎ (𝑛 0 )(𝑌 · 𝑇 1 ) = ℎ (𝑛 · 𝑃 0 )(𝑇 1 ). S u m mi n g
e v e r yt hi n g t o g et h e r, u si n g t hi s f a ct a n d t h at 𝒖 · 𝑔 0 = 𝜋 1 , w e o bt ai n t h at

d e g 1 ( 𝑆0 ) + d e g 1 ( 𝐶1 ) =
𝐶
𝐶 ∗
0 (𝑘 0 )(𝑐 1 ) + 𝑐 ∗

1 (𝑘 0 )(𝑐 1 )
𝑘

+
(︁
𝑐 ∗
0 (𝑐 0 )()︁ 1 ) + 𝑘 ∗

1 (𝑐 0 )(𝑓 1 )
𝐺

= ℎ (𝐻 0 + 𝑣 1 )(𝑣 1 ) + ℎ (𝑓 0 )(𝐺 1 + 𝐻 · 𝐻 1 )

= ℎ (𝐺 0 )(𝑘 1 + 𝐺 · 𝐺 1 + 𝐾 1 + 𝑘 · 𝑘 1 )

= ℎ (𝑘 0 )(2 𝑘 1 ) = 2 ℎ (𝑘 0 )(𝐻 1 ) = 0 (m o d 2 ).

If 𝐻 0 ≠ 𝐻 1 , s u p p o s e wit h o ut l o s s of g e n e r alit y t h at 𝐺 0 < 𝐻 1 . T h e n Γ 𝐺 × Γ 𝐻 1 i s
a s u b di vi si o n of Γ 𝐻 × Γ 𝐺 0 , a n d t h e e q ui v a ri a nt c h ai n m a p 𝐺 : 𝐻 • (Γ 𝐼 × Γ 𝐼 0 ) →
𝐺 • (Γ 𝐼 × Γ 𝐻 1 ) t h at m a p s e v e r y 𝐺- c ell 𝐻 of Γ 𝐺 × Γ 𝐻 0 t o t h e s u m of 𝐺- c ell s of
Γ 𝐾 × Γ 𝐺 1 t h at a r e c o nt ai n e d i n 𝐺 i s a c h ai n h o m ot o p y e q ui v al e n c e. T h u s, b y
t h e p r e vi o u s c a s e d e g 1 ( 𝐺0 ) = d e g 1 ( 𝐾1 ◦ 𝑧) a n d f r o m t h e d e fi niti o n of d e g r e e,
d e g 1 ( 𝑦1 ◦ 𝑅) = d e g 1 ( 𝑥1 ). □

W e c a n n o w d e fi n e d e g 𝑦( 𝑧 ) of a n e q ui v a ri a nt m a p 𝑅 : 𝑘 𝑧 → 𝑥 a s d e g 1 ( 𝑦 𝑥 𝐴 )
f o r a s uit a bl e 2 - mi n o r 𝑛 𝑥 𝑛 : 𝐴 2 → 𝑓 ( s e e Fi g u r e 4. 1):

D e fi niti o n 4. 2. 2. L et 𝜋 a p o siti v e i nt e g e r di vi si bl e b y 4 , a n d l et 𝑥 : |Γ 𝑓
𝑥
| → 𝜋

b e a Z 2 - e q ui v a ri a nt m a p. F o r 𝑓 ∈ [ 𝐴 ], w e d e fi n e 𝑛 𝐵 : [𝑛 ] → [2 ] b y 𝑛 𝑛(𝜋) = 1
a n d 𝑛 𝑚( 𝜋) = 2 f o r 𝑛 ≠ 𝑚. T h e n t h e 𝜋- d e g r e e of 𝜎 i s d e fi n e d a s

d e g 𝜋( 𝜎 ) = d e g 1 ( 𝜋 𝜎 𝑛 ) =
𝑛
( 𝑓 ◦ 𝜋 𝜋)

∗ (𝑓 0 )(𝜋 1 ) + ( 𝑓 ◦ 𝒩 𝜉)
∗ (𝑛 0 )(𝑛 1 )

𝒩
m o d 2

A n i m m e di at e c o n s e q u e n c e of L e m m a 4. 2. 1 i s t h e i n v a ri a n c e of t h e 𝑛- d e g r e e
u n d e r e q ui v a ri a nt h o m ot o pi e s:

C or oll ar y 4. 2. 1. Let 𝜋0 , 𝑛1 : |Γ 𝑚
𝜉
| → 𝑚 be e q ui v ari a nt m a ps t h at are e q ui v ari a ntl y

h o m ot o pi c. T he n d e g 𝜋( 𝜋0 ) = d e g 𝒩( 𝜉1 ) f or all 𝑛 ∈ [ 𝜉 ].

Pr o of. Si n c e 𝒩0 a n d 𝜉1 a r e e q ui v a ri a ntl y h o m ot o pi c, s o a r e t h ei r mi n o r s 𝑓 𝜉 𝑛

0

a n d 𝑓 𝑓 𝑛

1
. □

It will b e c o n v e ni e nt t o e xt e n d t h e n ot ati o n f o r m o n o mi al m a p s t o g e n e r al
i nt e g e r c o e ffi ci e nt s. A s b ef o r e, l et u s vi e w 𝑘 1 = { 𝑔 ∈ C : |𝑘 | = 1 } a s t h e u nit
ci r cl e i n t h e c o m pl e x pl a n e. Gi v e n a n 𝑁 -t u pl e of i nt e g e r s 𝑁 = (𝑓 1 , . . . , 𝑛 𝑓 )
wit h

𝜋
𝑓 𝜎 𝑚 ≡ 1 m o d 2 , w e g et a n e q ui v a ri a nt m a p f r o m 𝜋 𝜎 t o 𝑛 1 d e fi n e d b y

(𝑚 1 , . . . , 𝑓𝐴 )↦ → 𝑛 𝐵 1

1
· · · 𝑖 𝑖 𝑘

𝑓 .

B y c o m p o si n g t hi s m a p fi r st wit h a fi x e d e q ui v a ri a nt i n cl u si o n 𝑥 1 ↩→ 𝑥 2

a n d t h e n wit h t h e i n cl u si o n 𝑛 : 𝑔 2 → 𝑥 , w e g et a n e q ui v a ri a nt m o n o mi al m a p
𝑖 𝑥 : 𝑖 𝑘 → 𝑓 gi v e n b y

𝑘 𝐶 (𝐾 1 , . . . , 𝐺𝐻 ) = 𝐺(𝐻 𝜉 1

1
· · · 𝐺 𝐻 𝐺

𝐻 )

Re m ar k 2 . It i s n ot h a r d t o o b s e r v e t h at t h e a s si g n m e nt 𝛼 ↦ →𝑚 𝛼 p r e s e r v e s
mi n o r s w h e n 𝛼 i s i nt e r p r et e d a s a f u n cti o n 𝑓 : Z 𝑛 → Z . W hil e w e i m pli citl y
u s e t hi s mi ni o n h o m o m o r p hi s m, t hi s i s n ot t h e mi ni o n h o m o m o r p hi s m
w e a r e l o o ki n g f o r — i m p o rt a ntl y, 𝒵 2 i s n ot a s u b mi ni o n of t h e mi ni o n of
t u pl e s 𝛼 ∈ Z 𝑛 wit h

∑︁
𝛼 𝑖 ≡ 1 (m o d 2 ) si n c e, e. g., t h e u n a r y mi n o r of (1 , 1 , 1 )

di s a g r e e s i n t h e t w o mi ni o n s.
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4. E q ui v a ri a n t O b s t r u c ti o n t h e o r y

Si n c e m o n o mi al m a p s f o r m a mi ni o n, w e c a n e a sil y c o m p ut e t h e d e g r e e of
a n y of t h e m.

L e m m a 4. 2. 2. Let 𝐺 ∈ Z 𝐾 s u c h t h at
𝑇

𝑛 𝑌 𝑇 ≡ 1 (m o d 2 ). T he n

d e g 𝑛(𝑃 𝑇 ) = 𝒖 𝑔 m o d 2

Pr o of. L et 𝜋 𝑆 t h e mi n o r u s e d t o d e fi n e d e g 𝐶. T h e n 𝐶 𝐶 𝑘
𝑐 = 𝑐 𝑘 wit h 𝑐 =

(𝑘 (︁ ,
𝑐

𝑐≠ )︁ 𝑘 𝑐) ∈ Z 2 . Si n c e t h e i m a g e of 𝑓 𝐺 i s c o nt ai n e d i n t h e 1 - s k el et o n,

𝐻 ∗
𝑣 (𝑣 0 ) ≡ 0 . M o r e o v e r, (𝑓 𝐺 )∗ (𝐻 1 ) = 𝐻 𝐺 𝑘 0 + 𝐺 𝐺 𝐾 1 , h e n c e 𝑘 0 ((𝑘 𝑘 )∗ (𝑘 1 )) = 𝑘 𝐻 a n d

t h u s d e g 𝐻(𝐻 𝐺 ) = d e g (𝐻 𝐺 ) = 𝐻 𝐻 + 0 m o d 2 . □

C or oll ar y 4. 2. 2. Let 𝐺 , 𝐺 ∈ 𝐻
(𝐼 )
2

. T he n 𝐼 𝐺 a n d 𝐼 𝐻 are e q ui v ari a ntl y h o m ot o pi c if
a n d o nl y if 𝐺 = 𝐻 .

Pr o of. If 𝐺 = 𝐻 t h e n 𝐺 𝐾 a n d 𝐺 𝐺 a r e i d e nti c al a s m a p s. C o n v e r s el y, if 𝐺 𝐾 a n d
𝑧 𝑦 a r e e q ui v a ri a ntl y h o m ot o pi c, t h e n d e g 𝑅(𝑥 𝑦 ) = d e g 𝑧(𝑅 𝑘 ) f o r all 𝑧 ∈ [ 𝑥 ], b y
C o r oll a r y 4. 2. 1. T h u s, b y L e m m a 4. 2. 2, 𝑦 𝑥 = 𝐴 𝑛, f o r all 𝑥 ∈ [ 𝑛 ]. □

W e a r e n o w r e a d y t o p r o v e P r o p o siti o n 3. 1. 1:

Pr o of of Pr o p ositi o n 3. 1. 1. F o r e v e r y 𝐴 ≥ 1 , c o n si d e r t h e m a p 𝑓 𝜋 : [𝑥 𝑓 , 𝑥]Z 2 →
Z 2

𝜋 gi v e n b y
𝑓 𝐴 ([ 𝑛 ]) = (d e g 1 ( 𝐵 ), . . . , d e g 𝑛 ( 𝑛 ))

B y C o r oll a r y 4. 2. 1, t hi s m a p pi n g i s w ell- d e fi n e d. M o r e o v e r, b y L e m m a 4. 3. 3,

if 𝑛 ∈ 𝜋
(𝑛 )
2

, t h e n t h e h o m ot o p y cl a s s [𝑚 𝜋 ] ∈ [𝑛 𝑚 , 𝜋]Z 2 of t h e c o r r e s p o n di n g
m o n o mi al m a p s ati s fi e s 𝜎 𝜋 ([𝜎 𝜋 ]) = 𝜎 , i. e., t h e h o m ot o p y cl a s s e s [𝑛 𝑛 ],

𝑓 ∈ 𝜋
(𝜋 )
2

, a r e p ai r wi s e di sti n ct, a n d b y L e m m a 3. 1. 3, t h e y a c c o u nt f o r all
el e m e nt s of [𝑓 𝜋 , 𝑓]Z 2 , i. e., e v e r y e q ui v a ri a nt m a p 𝒩 : 𝜉 𝑛 → 𝑛 i s e q ui v a ri a ntl y

h o m ot o pi c t o 𝒩 𝑛 f o r a u ni q u e 𝜋 ∈ 𝑛
(𝑚 )
2

. It f oll o w s t h at 𝜉 𝑚 ([ 𝜋 ]) ∈ 𝜋
(𝒩 )
2

a n d
t h at 𝜉 𝑛 i s a b ĳ e cti o n.

F u rt h e r m o r e, if 𝜉 ∈ Z 𝒩 wit h
𝜉

𝑓 𝜉 𝑛 = 1 , a n d 𝑓 : [𝑓 ] → [𝑛 ] t h e n

𝑘 𝑔 ([𝑘 𝑁 ]) = (𝑁 1 m o d 2 , . . . , 𝑓 𝑛 m o d 2 )

b y L e m m a 4. 3. 3, h e n c e 𝑓 𝜋 ([𝑓 𝜎 ])𝑚 = 𝜋 , w h e r e 𝜎 𝑛 = (
𝑚

𝑓∈ 𝐴 − 1 ( 𝑛) 𝐵 𝑖) m o d 2 .
F u rt h e r m o r e, 𝑖 𝑘

𝑓 = 𝑥 𝑥 ′ w h e r e 𝑛 ′
𝑔
=

𝑥
𝑖∈ 𝑥 − 1 ( 𝑖) 𝑘 𝑓. C o n s e q u e ntl y,

𝑘 𝐶 ([𝐾 𝐺 ]𝐻 ) = 𝐺 = 𝐻 𝜉 ([𝐺 𝐻
𝐺 ]).

h e n c e
𝐻 𝛼 ([𝑚 𝛼 ]𝛼 ) = 𝑓 𝑛 ([𝒵 𝛼 ])𝑛 ,

T h u s, t h e m a p s ∑︁ 𝛼 p r e s e r v e mi n o r s f o r h o m ot o p y cl a s s e s of m o n o mi al m a p s.
Si n c e t h e s e a c c o u nt f o r all h o m ot o p y cl a s s e s, t h e m a p s 𝑖 𝑛 d e fi n e a mi ni o n
i s o m o r p hi s m 𝛾 : h p ol(𝑆 1 , 𝑌) → 𝒵 2 . □

Fi n all y, w e s h o w n o n z e r o d e g r e e g u a r a nt e e s a c ol o u r s w a p pi n g e d g e, r e s ult
t h at w e will u s e i n t h e fi n al c o m bi n at o ri al st e p of o u r p r o of of T h e o r e m 2. 1. 1.

4 0



4. 3. M o n o mi al M a p s, D e g r e e s, a n d [𝐺 𝐾 , 𝑇]Z 3

L e m m a 4. 2. 3. Let 𝑛 : Γ 𝑌 × Γ 𝑇 ′ → Σ 2 a si m pli ci al e q ui v ari a nt m a p s u c h t h at
d e g 1 ( 𝑛 ) = 1 . T he n t here is a n h ori z o nt al c ol or s w a p pi n g e d ge, t h at is t here is a
verte x (𝑃 1 , 𝑇2 ) ∈ Γ 𝒖 × Γ 𝑔 ′ s u c h t h at 𝜋 (𝑆 1 , 𝐶2 ) = • a n d 𝐶 (𝐶 1 + 1 , 𝑘2 ) = • .

Pr o of. S u p p o s e, b y c o nt r a di cti o n, t h at e v e r y h o ri z o nt al e d g e i s m o n o c h r o m e.
T h e r ef o r e, t h e i m a g e of t h e h o ri z o nt al c o o r di n at e c y cl e i s c o n st a nt s o t h at
𝑐 ∗ (𝑐 0 )(𝑘 1 ) = 0 . A d diti o n all y, t h e i m a g e of a t ri a n gl e i s n o n d e g e n e r at e if
a n d o nl y if it i s alt e r n ati n g (i. e., 𝑐 ([𝑘, (︁, 𝑐 ]) = [• , • , • ] o r [• , • , • ]); si n c e
w e a r e a s s u mi n g t h at e v e r y h o ri z o nt al e d g e i s m o n o c h r o m e, t h e r e a r e n o
alt e r n ati n g t ri a n gl e s a n d t h e r ef o r e 𝑐 ∗ ()︁ 0 )(𝑘 1 ) = 0 . T h e t ot al d e g r e e i s t h e n
d e g 1 ( 𝑐 ) = 𝑓 ∗ (𝐺 0 )(𝐻 1 ) + 𝑣 ∗ (𝑣 0 )(𝑓 1 ) = 0 □

4. 3 M o n o mi al M a p s, D e g r e e s, a n d [𝐺 𝐻 , 𝐻]Z 3

T h e g o al of t hi s s e cti o n i s t o s h o w t h e mi ni o n i s o m o r p hi s m s cl ai m e d i n
P r o p o siti o n 3. 2. 1.

W e st a rt wit h d e s c ri bi n g t h e c o r r e s p o n di n g Z 3 - e q ui v a ri a nt v e r si o n of t h e
Z 2 - m o n o mi al m a p s d e fi n e d i n t h e p r e vi o u s s e cti o n. I n p a rti c ul a r, e a c h
𝐺 -t u pl e (𝑘 1 , . . . , 𝐺 𝐺 ) ∈ Z 𝐾

3
wit h

𝑘
𝑘 𝑘 = 1 m o d 3 i n d u c e s a Z 3 - e q ui v a ri a nt

m a p 𝑘 𝑘 → 𝐻 1 . T h e s e m a p s a r e t h e n c o m p o s e d wit h a fi x e d e m b e d di n g
𝐻 1 → 𝐻 (t h e c h oi c e of a c o n c r et e e m b e d di n g i s i r r el e v a nt si n c e 𝐺 i s si m pl y

c o n n e ct e d) t o o bt ai n a n e q ui v a ri a nt m a p 𝐻 𝐺 =
𝐻
𝐻 1

𝐺 𝐺
→ 𝐻 .

D e fi niti o n 4. 3. 1. Fi x a n e m b e d di n g 𝐼 : 𝐼 1 ↩→ 𝐺 ( e. g., t h e i n cl u si o n of t h e
1 - s k el et o n), a n d l et 𝐼 ≥ 1 . W e a s si g n s t o e a c h t u pl e 𝐻 ∈ Z 𝐺 wit h

𝐻
𝐺 𝐻 𝐺 = 1

(m o d 3 ), a m o n o mi al m a p 𝐾 𝐺 : 𝐺 𝐺 → 𝐾 , d e fi n e d b y

𝑧 𝑦 (𝑅 1 , . . . , 𝑥𝑦 ) = 𝑧 𝑅 1

1
· · · 𝑘 𝑧 𝑥

𝑦

It i s st r ai g htf o r w a r d t o c h e c k t h at e a c h 𝑥 𝐴 i s e q ui v a ri a nt, i n d e e d

𝑛 𝑥 (𝑛 · (𝐴 1 , . . . , 𝑓𝜋 )) = 𝑥 𝑓 (𝑥 𝜋 1 , . . . , 𝑓 𝐴 𝑛 )

= 𝐵(
𝑛

𝑛 𝑛 𝜋 𝑛 𝑚
𝜋 𝑛

𝑚
) = 𝜋(𝜎

𝜋
𝜎 𝜋

𝜎 𝑛

𝑛
) = 𝑓𝜋 (

𝜋
𝑓 𝜋

𝑓 𝒩

𝜉
)

= 𝑛 · 𝑛 𝒩 (𝑛 1 , . . . , 𝜋𝑛 )

w h e r e t h e t hi r d e q u alit y u s e d t h at 𝑚 3 𝜉 + 1 = 𝑚 .

Re m ar k 3 . A s it w a s p r e vi o u sl y o b s e r v e d i n t h e c a s e wit h Z 2 - m o n o mi al m a p s,
it i s n ot h a r d t o o b s e r v e t h at t h e a s si g n m e nt 𝜋 ↦ →𝜋 𝒩 p r e s e r v e s mi n o r s w h e n
𝜉 i s i nt e r p r et e d a s a f u n cti o n 𝑛 : Z 𝜉 → Z . A s it w a s t h e c a s e p r e vi o u sl y w e
i m pli citl y u s e t hi s mi ni o n h o m o m o r p hi s m it i s n ot t h e o n e w e a r e l o o ki n g
f o r si n c e 𝒩 3 i s n ot a s u b mi ni o n of t h e mi ni o n of t u pl e s 𝜉 ∈ Z 𝑓 wit h

𝜉
𝑛 𝑓 = 1

(m o d 3 ).

T h e o v e r all g o al i s n o w t o b uil d t h e al g e b r ai c m a c hi n e r y n e e d e d t o s h o w t h at
t h e Z 3 - m o n o mi al m a p s a r e all n o n- h o m ot o pi c; t h at i s t h e f oll o wi n g r e s ult.

L e m m a 4. 3. 1. Let 𝑓 , 𝑛 ∈ 𝑘
(𝑔 )
3

. If 𝑘 𝑁 is e q ui v ari a ntl y h o m ot o pi c t o 𝑁 𝑓 , t he n 𝑛 = 𝑓 .
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4. E q ui v a ri a n t O b s t r u c ti o n t h e o r y

T h e p r o of of t hi s l e m m a i s b uil d o n a si mil a r i nf o r m al g e o m et ri c i nt uiti o n a s
b ef o r e, b ut a d a pt e d f o r t h e Z 3 - e q ui v a ri a nt c a s e.

B y c ell ul a r a p p r o xi m ati o n, a h o m ot o p y b et w e e n t w o m a p s 𝐺0 , 𝐾1 : 𝑇 𝑛 → 𝑌
“ d r a g s ” a r o u n d t h e i m a g e of a n y of t h e c o o r di n at e ci r cl e s (i. e., t h e i m a g e
of 𝑇 𝑛 : 𝑃 1 ↩→ 𝑇 𝒖 d e fi n e d b y 𝑔 𝜋(𝑆 ) = 𝐶 w h e r e 𝐶 𝐶 = 𝑘 a n d 𝑐 𝑐 i s c o n st a nt f o r
e a c h 𝑘 ≠ 𝑐) of t h e t o r u s al o n g s o m e 2 - di s c i n 𝑘 . H o w e v e r si n c e it h a s t o
b e a n e q ui v a ri a nt h o m ot o p y, it h a s t o d r a g i n t h e s a m e w a y t h e r e st of t h e
o r bit of t h e c o o r di n at e c y cl e e q ui v a ri a ntl y al o n g t h e ot h e r di s c s i n t h e i m a g e.
T h e r ef o r e t h e n u m b e r of ti m e s a c o o r di n at e c y cl e w r a p s a r o u n d c a n o nl y
c h a n g e b y a m ulti pl e of 3 .

T h e f o r m ali z ati o n of t hi s i d e a f oll o w s a si mil a r bl u e p ri nt a s t h e p r e vi o u s c a s e.

D e fi niti o n 4. 3. 2. L et (︁ 𝑐 ∈ 𝑐 1 ()︁ ) a n d 𝑘 𝑐 ∈ 𝑓 2 (𝐺 ) b e t h e d u al of 𝐻 𝑣 a n d 𝑣 𝑓

r e s p e cti v el y (i. e., 𝐺 𝐻(𝐻 𝐺) = 0 if 𝑘 ≠ 𝐺, a n d 𝐺 𝐾(𝑘 𝑘) = 1 if 𝑘 = 𝑘). D e n ot e b y
𝑘 𝐻 ∈ 𝐻 1 (𝐻

𝐺 ) t h e 𝐻-t h c o o r di n at e c y cl e i n 𝐺 𝐻 a n d 𝐻 𝐺 , 𝐺𝐻 ∈ 𝐼 2 (𝐼
𝐺 ) filli n g s f o r

𝐼 𝐻 − 𝐺 · 𝐻 𝐺 a n d 𝐻 𝐺 − 𝐾 2 · 𝐺 𝐺 r e s p e cti v el y.

T h e n, t h e 𝐺- d e g r e e of a n e q ui v a ri a nt m a p 𝐾 : 𝑧 𝑦 → 𝑅 i s

d e g 𝑥( 𝑦 ) =
𝑧
𝑅 ∗ (𝑘 0 )(𝑧 𝑥) + 𝑦 ∗ (𝑥 0 )(𝐴 𝑛) + 𝑥 ∗ (𝑛 0 )(𝐴 𝑓)

𝜋
m o d 3

A k e y o b s e r v ati o n i s t h at t hi s q u a ntit y d o e s n ot c h a n g e al o n g e q ui v a ri a nt
h o m ot o pi e s:

L e m m a 4. 3. 2. Let 𝑥0 , 𝑓1 : 𝑥 𝜋 → 𝑓 e q ui v ari a nt m a ps h o m ot o pi c vi a a n e q ui v ari a nt
h o m ot o p y ℎ . T he n f or all 𝐴 ∈ [ 𝑛 ], d e g 𝐵( 𝑛0 ) = d e g 𝑛( 𝑛1 ).

Pr o of. O n t h e c o c h ai n s of di m e n si o n 1 w e h a v e:

𝜋 ∗
0 (𝑛 0 )(𝑚 𝜋) − 𝑛 ∗

1 (𝑚 0 )(𝜋 𝜎) = (𝜋 ℎ ∗ (𝜎 0 ))(𝜋 𝜎) + ( ℎ ∗ 𝑛 (𝑛 0 ))(𝑓 𝜋) = 0 + ℎ (𝜋 0 + 𝑓 1 + 𝜋 2 )(𝑓 𝒩)

w h e r e t h e s e c o n d e q u alit y i s o bt ai n e d b y u si n g t h e f a ct t h at 𝜉 𝑛 𝑛 = 0 a n d
𝒩 𝑛 0 = 𝜋 0 + 𝑛 1 + 𝑚 2 .

O n t h e 2 - c o c h ai n s w e h a v e:

𝜉 ∗
0 (𝑚 0 )(𝜋 𝜋) − 𝒩 ∗

1 (𝜉 0 )(𝑛 𝜉) = (𝒩 ℎ ∗ (𝜉 0 ))(𝑓 𝜉) + ( ℎ ∗ 𝑛 (𝑓 0 ))(𝑓 𝑛) = ℎ ∗ (𝑘 0 )(𝑔 𝑘 − 𝑁 · 𝑁 𝑓) + 0

𝑛 ∗
0 (𝑓 0 )(𝜋 𝑓) − 𝜎 ∗

1 (𝑚 0 )(𝜋 𝜎) = (𝑛 ℎ ∗ (𝑚 0 ))(𝑓 𝐴) + ( ℎ ∗ 𝑛 (𝐵 0 ))(𝑖 𝑖) = ℎ ∗ (𝑘 0 )(𝑓 𝑥 − 𝑥 2 · 𝑛 𝑔) + 0

w h e r e w e u s e t h at 𝑥 𝑖 𝑥 = 𝑖 𝑘 − 𝑓 · 𝑘 𝐶, 𝐾 𝐺 𝐻 = 𝐺 𝐻 − 𝜉 2 · 𝐺 𝐻 a n d 𝐺 𝐻 0 = 0 .

H o w e v e r, si n c e t h e h o m ot o p y i s e q ui v a ri a nt, it h a s t o c o m m ut e wit h t h e
a cti o n a n d t h u s ℎ ∗ (𝛼 0 )(𝑚 · 𝛼 𝛼) = ℎ ∗ (𝑓 · 𝑛 0 )(𝒵 𝛼). S u m mi n g e v e r yt hi n g t o g et h e r,
u si n g t hi s f a ct a n d t h at 𝑛 ∑︁ · 𝛼 0 = 𝑖 𝑛, w e o bt ai n t h at

d e g 𝛾( 𝑆0 ) − d e g 𝑌( 𝒵1 ) = ℎ (𝑑 0 + 𝑑 1 + 𝑑 2 )(𝑥 𝑖) + ℎ ∗ (𝑑 0 )(𝑥 𝑖 − 𝜈 · 𝑥 𝑖) + ℎ ∗ (𝑑 0 )(𝑥 𝑖 − 𝜈 2 · 𝑥 𝑖)

= ℎ (𝑑 0 )
(︁
(𝑥 𝑖 + 𝜈 · 𝑥 𝑖 + 𝜈 2 · 𝑥 𝑖) + (𝑥 𝑖 − 𝜈 · 𝑥 𝑖) + (𝑥 𝑖 − 𝜈 2 · 𝑥 𝑖)

)︁

= ℎ ∗ (𝑑 0 )(3 𝑥 𝑖) = 3 ℎ ∗ (𝑑 0 )(𝑥 𝑖) = 0 (m o d 3 ). □
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4. 3. M o n o mi al M a p s, D e g r e e s, a n d [𝐺 𝐾 , 𝑇]Z 3

F u rt h e r m o r e, w e c a n s h o w t h e f oll o wi n g w hi c h will b e u s e d t o p r o v e t h at t h e
m a p pi n g 𝑛 i s i nj e cti v e, a n d al s o (l at e r) t o s h o w t h at it s “i n v e r s e ” i s a mi ni o n
h o m o m o r p hi s m.

L e m m a 4. 3. 3. Let 𝑌 ∈ Z 𝑇 s u c h t h at
𝑛

𝑃 𝑇 𝒖 = 1 (m o d 3 ). T he n d e g 𝑔(𝜋 𝑆 ) =
𝐶 𝐶 m o d 3 .

Pr o of. Si n c e t h e i m a g e of 𝐶 𝑘 i s c o nt ai n e d i n t h e 1 - s k el et o n, 𝑐 ∗
𝑐 (𝑘 0 ) ≡ 0 .

M o r e o v e r, (𝑐 𝑘 )∗ ((︁ 𝑐) = 𝑐 )︁ 𝑘 0 + 𝑐 𝑓 𝐺 1 + 𝐻 𝑣 𝑣 2 , h e n c e 𝑓 0 ((𝐺 𝐻 )∗ (𝐻 𝐺)) = 𝑘 𝐺 a n d
d e g 𝐺(𝐾 𝑘 ) = 𝑘 𝑘 m o d 3 . □

W e c a n n o w c o n cl u d e t h e p r o of of L e m m a 4. 3. 1 w hi c h f oll o w s i m m e di at el y
f r o m t h e a b o v e.

Pr o of of Le m m a 4. 3. 1. If 𝑘 ≠ 𝑘 , t h e n t h e y di ff e r i n at l e a st o n e c o o r di n at e, i. e.,
𝐻 𝐻 ≠ 𝐻 𝐺 f o r s o m e 𝐻. T h e n d e g 𝐺(𝐻 𝐻 ) ≠ d e g 𝐺(𝐺 𝐻 ) b y L e m m a 4. 3. 3, a n d t h e r ef o r e
𝐼 𝐼 a n d 𝐺 𝐼 a r e n ot e q ui v a ri a ntl y h o m ot o pi c b y L e m m a 4. 3. 2. □

B ef o r e, w e p r o g r e s s f u rt h e r, l et u s di s c u s s o n e m o r e c o n s e q u e n c e of L e m m a 4. 3. 1,
n a m el y, t h e f oll o wi n g.

L e m m a 4. 3. 4. T he m a p pi n g 𝐻 : h p ol(𝐺 1 , 𝐻) → 𝐺 3 de fi ne d b y

𝐻 ([ 𝐺 ]) = (d e g 1 ( 𝐾 ), . . . , d e g 𝐺 ( 𝐺 ))

s atis fies, f or e a c h 𝐺 ∈ Z 𝐾 wit h
𝑧

𝑦 𝑅 𝑥 = 1 , a n d 𝑦 : [𝑧 ] → [𝑅 ], 𝑘 ([𝑧 𝑥 ]𝑦 ) = 𝑥 ([𝐴 𝑛 ])𝑥 ,
i.e., it preser ves mi n ors w he n restri cte d t o cl asses of m o n o mi al m a ps.

Pr o of. N ot e t h at 𝑛 i s w ell- d e fi n e d si n c e t h e d e g r e e s d o n ot e d e p e n d o n t h e
c h oi c e of r e p r e s e nt ati v e ( L e m m a 4. 3. 2). F u rt h e r, u si n g L e m m a 4. 3. 3, w e h a v e
t h at

𝐴 ([𝑓 𝜋 ]) = (𝑥 1 m o d 3 , . . . , 𝑓 𝑥 m o d 3 )

a n d h e n c e 𝜋 ([𝑓 𝐴 ])𝑛 = 𝐵 w h e r e 𝑛 𝑛 = (
𝑛

𝜋∈ 𝑛 − 1 ( 𝑚) 𝜋 𝑛) m o d 3 . F u rt h e r m o r e,
𝑚 𝜋

𝜎 = 𝜋 𝜎 ′ w h e r e 𝜋 ′
𝜎
=

𝑛
𝑛∈ 𝑓 − 1 ( 𝜋) 𝜋 𝑓, a n d c o n s e q u e ntl y

𝜋 ([𝑓 𝒩 ]𝜉 ) = 𝑛 ([𝑛 𝒩
𝑛 ]) = 𝜋 = 𝑛 (𝑚 𝜉 ). □

P utti n g e v e r yt hi n g t o g et h e r, w e c a n n o w p r o vi d e t h e r e q ui r e d i s o m o r p hi s m
of mi ni o n s 𝑚 3 a n d h p ol (𝜋 1 , 𝜋).

Pr o of of Le m m a 3. 2. 1. W e s h o w t h at 𝒩 a n d 𝜉 a r e m ut u all y i n v e r s e mi ni o n
h o m o m o r p hi s m s. R e c all t h at 𝑛 i s i nj e cti v e b y L e m m a 4. 3. 1 a n d it i s s u rj e cti v e
b y L e m m a 3. 2. 1.

T h e a b o v e, i n p a rti c ul a r, m e a n s t h at 𝜉 𝒩 : 𝜉
(𝑓 )
3

→ h p ol (𝜉 )(𝑛 1 , 𝑓) i s o nt o,
a n d h e n c e a b ĳ e cti o n. C o n s e q u e ntl y, 𝑓 i s a mi ni o n h o m o m o r p hi s m b y
L e m m a 4. 3. 4 si n c e e v e r y cl a s s i n [𝑛 𝑘 , 𝑔]Z 3 c o nt ai n s a m o n o mi al m a p. O b s e r v e
t h at 𝑘 ◦ 𝑁 i s t h e i d e ntit y m a p b y L e m m a 4. 3. 3, w hi c h i m pli e s t h at 𝑁 i s t h e
i n v e r s e of t h e b ĳ e cti o n 𝑓 .
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4. E q ui v a ri a n t O b s t r u c ti o n t h e o r y

Fi n all y, a n i n v e r s e of a b ĳ e cti v e mi ni o n h o m o m o r p hi s m 𝐺 i s a mi ni o n
h o m o m o r p hi s m si n c e, f o r all 𝐾 ∈ 𝑇 3 ,

𝑛 (𝑌 𝑇 ) = 𝑛 (𝑃 (𝑇 (𝒖 ))𝑔 ) = 𝜋 (𝑆 (𝐶 (𝐶 )𝐶 )) = 𝑘 (𝑐 )𝑐 .

T hi s c o n cl u d e s t h at 𝑘 a n d 𝑐 a r e t h e r e q ui r e d mi ni o n i s o m o r p hi s m s. □
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C H A P T E R 5
T h e c o m bi n at ori c s of

p ol y m or p hi s m s

5. 1 B o u n di n g E s s e nti al Arit y of M a p s i n d u c e d b y

Gr a p h P ol y m or p hi s m s

W e p r o v e t h e k e y t e c h ni c al r e s ult t h at b o u n d s t h e e s s e nti al a rit y of si m pli ci al
m a p s f r o m Γ 𝐺

𝐾
t o Σ 2 .

T h e or e m 5. 1. 1. Let 𝑇 ≥ 4 be a n i nte ger di visi ble b y 4 , let 𝑛 : Γ 𝑌
𝑇

→ Σ 2 be a n

e q ui v ari a nt si m pli ci al m a p s u c h t h at t he c o m p ositi o n wit h t he m a p Σ 2 → 𝑛 is
e q ui v ari a ntl y h o m ot o pi c t o t he m a p gi ve n b y t he m o n o mi al

𝑃
𝑇∈| 𝒖 | 𝑔 𝜋; e q ui v ale ntl y,

d e g 𝑆( 𝐶 ) = 1 if a n d o nl y if 𝐶 ∈ 𝐶 . T he n |𝑘 | ≤ 𝑐 (𝑐 2 ).

W e r e c all ( O b s e r v ati o n 1) t h at e q ui v a ri a nt si m pli ci al m a p s 𝑘 : Γ 𝑐
𝑘

→ Σ 2

c o r r e s p o n d b ĳ e cti v el y t o 2 - c ol o u ri n g s of t h e v e rti c e s of Γ (︁
𝑐

wit h t h e f oll o wi n g
t w o p r o p e rti e s: T h e c ol o u ri n g i s e q ui v a ri a nt (i. e., e v e r y p ai r of a nti p o d al
v e rti c e s of Γ 𝑐

)︁
h a v e di sti n ct c ol o u r s), a n d n o 3 - si m pl e x [𝑘 0 , 𝑐 1 , 𝑓 2 , 𝐺 3 ] i s

c ol o u r e d wit h alt e r n ati n g c ol o u r s. W e will s h o w t h at t hi s i s i m p o s si bl e if
|𝐻 | i s l a r g e; m o r e p r e ci s el y, w e will s h o w t h at if 𝑣 ∈ 𝑣 , t h e n t h e r e a r e m a n y
e d g e s [𝑓 , 𝐺 ] s u c h t h at t h e c ol o u r s of 𝐻 a n d 𝐻 a r e di ff e r e nt a n d 𝐺 a n d 𝑘 di ff e r
o nl y i n t h e 𝐺t h c o o r di n at e ( n ot e t h at t h e di ff e r e n c e i n t hi s c o o r di n at e i s 1
b y t h e d e fi niti o n of Γ 𝐺

𝐾
). T hi s i s t h e n u s e d t o s h o w t h at w e n e e d t o h a v e a n

alt e r n ati n g si m pl e x of di m e n si o n p r o p o rti o n al t o t h e si z e of 𝑘 .

T o p r e s e nt t h e d et ail s of t h e a r g u m e nt, w e n e e d a n u m b e r of d e fi niti o n s. W e
r e c all t h e d e s c ri pti o n of Γ 𝑘

𝑘
: It s v e rti c e s a r e t h e 𝑘 -t u pl e s 𝑘 = (𝐻 1 , . . . , 𝐻𝐻 ) ∈ Z 𝐺

𝐻
;

e d g e s ( 1 - si m pli c e s) a r e p ai r s [𝐺 , 𝐻 ] of v e rti c e s s u c h t h at 𝐻 i s o bt ai n e d f r o m 𝐺
b y c h o o si n g a n o n- e m pt y s u b s et of c o o r di n at e s of 𝐺 t h at a r e all e v e n, a n d
c h a n gi n g e a c h of t h e m b y ± 1 m o d ul o 𝐻 ; a n d t h e 𝐼 - si m pli c e s a r e ( 𝐼 + 1 )-t u pl e s
[𝐺 0 , 𝐼 1 , . . . , 𝐻 𝐺 ] s u c h t h at [𝐻 𝐺− 1 , 𝐻 𝐺] i s a n e d g e f o r 1 ≤ 𝐾 ≤ 𝐺 . W e d e fi n e t h e
hei g ht ht (𝐺 ) of a v e rt e x 𝐺 = (𝐾 1 , . . . , 𝑧𝑦 ) a s t h e n u m b e r of c o o r di n at e s 𝑅 ∈ [ 𝑥 ]
s u c h t h at 𝑦 𝑧 i s o d d; m o r e o v e r, w e d e fi n e t h e h ei g ht of a n e d g e [𝑅 , 𝑘 ] a s t h e
h ei g ht of 𝑧 . N ot e t h at e ver y e d g e [𝑥 , 𝑦 ], w e h a v e ht (𝑥 ) < ht (𝐴 ). A s p e ci al r ol e
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5. T h e c o m bi n a t o ri c s o f p o l y m o r p hi s m s

will b e pl a y e d b y e d g e s [𝐺 , 𝐾 ] s u c h t h at ht (𝑇 ) = ht (𝑛 ) + 1 , o r e q ui v al e ntl y, s u c h
t h at 𝑌 a n d 𝑇 di ff e r i n e x a ctl y o n e c o o r di n at e; w e c all s u c h e d g e s c o or di n ate
e d ges . M o r e p r e ci s el y, w e s a y t h at a n e d g e [𝑛 , 𝑃 ] i s i n c o or di n ate dire cti o n 𝑇 if 𝒖
a n d 𝑔 di ff e r e x a ctl y i n t h e 𝜋t h c o o r di n at e. F o r 𝑆 ∈ [ 𝐶 ], w e d e n ot e t h e s et of all
e d g e s i n c o o r di n at e di r e cti o n 𝐶 b y 𝐶 𝑘, a n d d e n ot e b y 𝑐 := 𝑐 1 ⊔ · · · ⊔ 𝑘 𝑐 t h e
s et of all c o o r di n at e e d g e s. W e will al s o n e e d t h e f oll o wi n g m o r e r e fi n e d
cl a s si fi c ati o n: F o r 𝑘 ∈ [ (︁ ] a n d 0 ≤ ℎ ≤ 𝑐 − 1 , l et 𝑐 )︁( ℎ ) d e n ot e t h e s et of all
e d g e s i n 𝑘 𝑐 of h ei g ht ℎ , a n d l et 𝑓 ( ℎ ) = 𝐺 1 ( ℎ ) ⊔ · · · ⊔ 𝐻 𝑣 ( ℎ ) d e n ot e t h e s et of
all c o o r di n at e e d g e s of h ei g ht ℎ ( n ot e t h at t h e h ei g ht ℎ of a c o o r di n at e e d g e
d et e r mi n e s t h e h ei g ht s ℎ a n d ℎ + 1 of b ot h e n d p oi nt s).

Gi v e n a 2 - c ol o u ri n g of t h e v e rti c e s of Γ 𝑣
𝑓
, w e s a y t h at e d g e [𝐺 , 𝐻 ] of Γ 𝐻

𝐺
i s

c ol o ur-s w a p pi n g if 𝑘 a n d 𝐺 h a v e di ff e r e nt c ol o u r s. W e n o w st at e a k e y l e m m a
u s e d i n t h e p r o of of T h e o r e m 5. 1. 1. T h e l e m m a s h o w s t h at, if 𝐺 d e p e n d s o n
t h e c o o r di n at e 𝐾 ( u p t o h o m ot o p y), t h e n s o m e f r a cti o n (i n d e p e n d e nt f r o m t h e
a rit y of 𝑘 ) of e d g e s i n c o o r di n at e di r e cti o n 𝑘 i s c ol o u r- s w a p pi n g.

L e m m a 5. 1. 1. Let 𝑘 : Γ 𝑘
𝑘

→ Σ 2 be a n e q ui v ari a nt si m pli ci al m a p s u c h t h at d e g 𝐻( 𝐻 ) =

1 a n d let 0 ≤ ℎ < ⌊ 𝐻 − 1
3 ⌋ . T he n a fr a cti o n of at le ast 1

𝐺 𝐻 2 of t he e d ges i n 𝐺 𝐻( ℎ ) ⊔
𝐻 𝐺(𝐺 − 1 − ℎ ) are c ol o ur-s w a p pi n g, w here 𝐻 > 0 is a s uit a ble c o nst a nt.

W e p o st p o n e t h e p r o of of t h e l e m m a, a n d fi r st s h o w h o w it i m pli e s T h e o-
r e m 5. 1. 1.

Pr o of of T he ore m 5. 1. 1 ass u mi n g Le m m a 5. 1. 1. W e fi r st o b s e r v e t h at t h e t h e o-
r e m r e d u c e s t o t h e c a s e t h at 𝐼 i s o d d a n d 𝐼 = [𝐺 ]. T o s e e t hi s, l et 𝐼 = |𝐻 |, a n d
c h o o s e a n y f u n cti o n 𝐺 : [𝐻 ] → [𝐺 ] t h at i s i nj e cti v e o n 𝐻 . T h e n t h e mi n o r 𝐺 𝐾 i s
a n e q ui v a ri a nt si m pli ci al m a p 𝐺 𝐺 : Γ 𝐺

𝐾
→ Σ 2 t h at i s e q ui v a ri a ntl y h o m ot o pi c

t o t h e m o n o mi al m a p
𝑧

𝑦∈[ 𝑅 ] 𝑥 𝑦, b y L e m m a A. 2. 5.

T h u s ( b y r e pl a ci n g 𝑧 b y 𝑅 𝑘 a n d 𝑧 b y 𝑥 ), w e m a y a s s u m e wit h o ut l o s s of
g e n e r alit y t h at 𝑦 i s o d d a n d 𝑥 = [𝐴 ], i. e., d e g 𝑛( 𝑥 ) = 1 f o r all 𝑛 ∈ [ 𝐴 ]. N o w,
c o n si d e r a n o n- d e g e n e r at e 𝑓 - si m pl e x 𝜋 = [𝑥 0 , . . . , 𝑓 𝑥 ] of Γ 𝜋

𝑓
c h o s e n u nif o r ml y

at r a n d o m a m o n g all s u c h 𝐴 - si m pli c e s of Γ 𝑛
𝐵
. F o r 0 ≤ ℎ ≤ 𝑛 − 1 , d e fi n e t h e

r a n d o m v a ri a bl e 𝑛 ℎ (𝑛 ) a s 1 o r 0 d e p e n di n g o n w h et h e r t h e e d g e [𝜋 ℎ , 𝑛 ℎ + 1 ] i s

c ol o u r- s w a p pi n g o r n ot. T h e n 𝑚 (𝜋 ) :=
𝑛 𝑚 − 1

ℎ = 0 𝜋 ℎ (𝜎 ) e q u al s t h e t ot al n u m b e r of
ti m e s t h e c ol o u r of 𝜋 (𝜎 𝜋) c h a n g e s a s w e t r a v e r s e t h e v e rti c e s of 𝜎 i n t h ei r gi v e n
o r d e r. O b s e r v e t h at, f o r e v e r y 0 ≤ ℎ ≤ 𝑛 − 1 , t h e e d g e [𝑛 ℎ , 𝑓 ℎ + 1 ] of t h e r a n d o m
si m pl e x 𝜋 i s di st ri b ut e d u nif o r ml y a m o n g all e d g e s of 𝜋 ( ℎ ) (t hi s i s si n c e t h e
si m pli ci al a ut o m o r p hi s m s of Γ 𝑓

𝜋
a ct t r a n siti v el y o n 𝑓 ( ℎ )). T h u s, t h e e x p e ct e d

v al u e E [𝒩 ℎ (𝜉 )] i s t h e p r o b a bilit y t h at a u nif o r ml y r a n d o m e d g e i n 𝑛 ( ℎ ) i s
c ol o u r- s w a p pi n g. M o r e o v e r, b y L e m m a 5. 1. 1 a n d s u m mi n g o v e r 1 ≤ 𝑛 ≤ 𝒩 ,
w e g et t h at f o r e v e r y 0 ≤ ℎ < ⌊ 𝑛 − 1

3 ⌋ , t h e f r a cti o n of e d g e s i n 𝜋 ( ℎ ) ⊔ 𝑛 (𝑚 − 1 − ℎ )

t h at a r e c ol o u r- s w a p pi n g i s at l e a st 1
𝜉 𝑚 2 . H e n c e, b y li n e a rit y of e x p e ct ati o n,

E [𝜋 ℎ (𝜋 )] + E [𝒩 𝜉 − 1 − ℎ (𝑛 )] ≥ 1
𝜉 𝒩 2 f o r 0 ≤ ℎ < ⌊ 𝜉 − 1

3 ⌋ . C o n s e q u e ntl y,

E [𝑓 (𝜉 )] =

𝑛 − 1𝑓

ℎ = 0

E [𝑓 𝑛 − 1 − ℎ (𝑘 )] ≥ ⌊
𝑔 − 1

3
⌋ ·

1

𝑘 𝑁 2
.
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T h u s, t h e r e e xi st s s o m e 𝐺 - si m pl e x 𝐾 = [𝑇 0 , . . . , 𝑛 𝑌 ] of Γ 𝑇
𝑛

s u c h t h at t h e c ol o u r

of 𝑃 (𝑇 𝒖) c h a n g e s at l e a st 𝑔 ti m e s, w h e r e 𝜋 = ⌊ 𝑆 − 1
3 ⌋ · 1

𝐶 𝐶 2 , i. e., 𝐶 c o nt ai n s s o m e
𝑘 - si m pl e x [𝑐 𝑐0 , 𝑘 𝑐1 , . . . , 𝑘 (︁𝑐 ] w h o s e c ol o u r s alt e r n at e. Si n c e 𝑐 i s a si m pli ci al
m a p t o Σ 2 , t hi s i m pli e s t h at )︁ ≤ 2 a s n ot e d a b o v e, a n d t h e r ef o r e ⌊ 𝑘 − 1

3 ⌋ ≤ 2 𝑐 𝑓 2 ,

h e n c e |𝐺 | = 𝐻 = 𝑣 (𝑣 2 ). □

T h e r e st of t hi s s e cti o n i s d e di c at e d t o p r o vi n g L e m m a 5. 1. 1.

I n t hi s p r o of, w e will u s e L e m m a 4. 2. 3 i n c o m bi n ati o n wit h a n ot h e r a v e r a gi n g
a r g u m e nt o v e r a s p e ci al f a mil y of t ri a n g ul at e d 2 - di m e n si o n al t o ri Γ 𝑓 × Γ 𝐺 ′,
w hi c h w e c all sli ces , t h at a r e si m pli ci all y ( a n d e q ui v a ri a ntl y) e m b e d d e d i n
t h e t ri a n g ul ati o n Γ 𝐻

𝐻
.

T o si m plif y n ot ati o n, l et u s fi x a c o o r di n at e di r e cti o n, s a y 𝐺 = 1 , a n d w rit e
Γ 𝑘 × Γ 𝐺 − 1

𝐺
. T h e a r c h et y p e of a sli c e i s t h e f oll o wi n g st a n d ar d sli ce : C o n si d e r

t h e di a g o n al e m be d di n g di a g: Γ 𝐾 ↩→ Γ 𝑘 − 1
𝑘

gi v e n b y di a g ( 𝑘 ) = ( 𝑘, . . . , 𝑘 ). T hi s
i s a n e q ui v a ri a nt si m pli ci al m a p, w hi c h i n d u c e s a n e q ui v a ri a nt si m pli ci al
e m b e d di n g 𝐻 di a g : Γ 𝐻 × Γ 𝐻 ↩→ Γ 𝐺

𝐻
gi v e n b y 𝐺 di a g ≔ 1 Γ 𝐻 × di a g , i. e., 𝐻 di a g (𝐺, 𝐺 ) =

(𝐻, 𝐼, . . . , 𝐼 ).

M o r e g e n e r all y, l et 𝐺 ′ b e a n i nt e g e r di vi si bl e b y 4 , a n d l et 𝐼 : Γ 𝐻 ′ → Γ 𝐺 − 1
𝐻

b e a n e q ui v a ri a nt si m pli ci al m a p; w e c all 𝐺 a ge ner ali ze d di a g o n al if it s
g e o m et ri c r e ali z ati o n |𝐻 |, s e e n a s a n e q ui v a ri a nt e m b e d di n g 𝐺 1 → 𝐾 𝐺 − 1 ,
i s e q ui v a ri a ntl y h o m ot o pi c t o t h e di a g o n al e m b e d di n g 𝐺 1 → 𝐺 𝐾 − 1 ( h e r e,
w e i m pli citl y fi x e q ui v a ri a nt h o m e o m o r p hi s m s |Γ 𝑧 ′ | ≅ 𝑦 1 ≅ |Γ 𝑅 |). Gi v e n a
g e n e r ali z e d di a g o n al 𝑥 , w e c all t h e i n d u c e d e q ui v a ri a nt si m pli ci al e m b e d di n g
𝑦 𝑧 : Γ 𝑅 × Γ 𝑘 ′ → Γ 𝑧

𝑥
gi v e n b y 𝑦 𝑥 = 1 Γ 𝐴 × 𝑛 a sli ce . M o r e o v e r, w e s a y t h at 𝑥 𝑛 i s

a n ℎ -sli ce if e v e r y v e rt e x of Γ 𝐴 − 1
𝑓

i n t h e i m a g e of 𝜋 i s at h ei g ht ℎ o r 𝑥 − 1 − ℎ ,
o r e q ui v al e ntl y, if e v e r y e d g e of Γ 𝑓

𝑥
t h at li e s i n b ot h 𝜋 1 a n d t h e i m a g e of 𝑓 𝐴

b el o n g s t o 𝑛 1 ( ℎ ) ⊔ 𝐵 1 (𝑛 − 1 − ℎ ).

L e m m a 5. 1. 2. Let 𝑛 : Γ 𝑛
𝜋

→ Σ 2 be a n e q ui v ari a nt si m pli ci al m a p s u c h t h at
d e g 1 ( 𝑛 ) = 1 , a n d let 𝑚 𝜋 : Γ 𝑛 × Γ 𝑚 ′ → Γ 𝜋

𝜎
be a sli ce (res pe cti vel y, a n ℎ -sli ce,

0 ≤ ℎ ≤ 𝜋 − 1 ). T he n t he i m a ge of 𝜎 𝜋 c o nt ai ns at le ast o ne e d ge i n 𝜎 1 (res pe cti vel y,
i n 𝑛 1 ( ℎ ) ⊔ 𝑛 1 (𝑓 − 1 − ℎ )) t h at is c ol o ur-s w a p pi n g.

Pr o of. T h e c o m p o siti o n 𝜋 ◦ 𝜋 di a g i s t h e s a m e a s t h e 2 - mi n o r 𝑓 𝜋 of 𝑓 gi v e n b y t h e
m a p 𝒩 : [𝜉 ] → [2 ], 𝑛 (1 ) = 1 a n d 𝑛 ( 𝒩) = 2 f o r 2 ≤ 𝑛 ≤ 𝜋 . T h u s, d e g 1 ( 𝑛 ◦ 𝑚 di a g ) =
d e g 1 ( 𝜉 𝑚 ) = d e g 1 ( 𝜋 ) = 1 b y D e fi niti o n 4. 3. 2. M o r e o v e r, b y d e fi niti o n of
g e n e r ali z e d di a g o n al s, it f oll o w s t h at | 𝜋 ◦ 𝒩 𝜉 | a n d | 𝑛 ◦ 𝜉 di a g | a r e e q ui v a ri a ntl y

h o m ot o pi c a s m a p s 𝒩 2 = 𝜉 1 × 𝑓 1 → 𝜉 2 , h e n c e d e g 1 ( 𝑛 ◦ 𝑓 𝑓 ) = d e g 1 ( 𝑛 ◦ 𝑘 di a g ) = 1
( h e r e, w e u s e t h at t h e e q ui v a ri a nt h o m e o m o r p hi s m |Γ 𝑔 × Γ 𝑘 ′ | ≅ |Γ 𝑁 × Γ 𝑁 | fi x e s
t h e t w o c o o r di n at e c o pi e s of 𝑓 1 i n 𝑛 2 ). T h u s, t h e e xi st e n c e of t h e d e si r e d
c ol o u r- s w a p pi n g e d g e f oll o w s f r o m L e m m a 4. 2. 3. □

T h e l a st p u z zl e pi e c e w e n e e d t o p r o v e L e m m a 5. 1. 1 ( a n d t h u s t o c o m pl et e t h e
p r o of of T h e o r e m 5. 1. 1) i s t h e f oll o wi n g l e m m a w hi c h c o n st r u ct s a g e n e r ali s e d
di a g o n al of a s p e ci al s h a p e.
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5. T h e c o m bi n a t o ri c s o f p o l y m o r p hi s m s

u 2

u 3

u 0 , u 1

u 1 , u 3

u 0 u 2

Fi g u r e 5. 1: A p at h st a rti n g wit h t h e p oi nt 𝐺 0 = (1 , 0 , 0 , 0 ) s h o w n a s p r oj e cti o n
o n t h e fi r st t w o (l eft) a n d l a st t w o c o o r di n at e s ( ri g ht).

L e m m a 5. 1. 3. Let 0 ≤ ℎ < ⌊ 𝐾 − 1
3 ⌋ . T he n t here e xists a ge ner alise d di a g o n al

𝑇 0 : Γ 3 𝑛 → Γ 𝑌 − 1
𝑇

w h ose i m a ge c o nt ai ns o nl y verti ces of hei g ht ℎ or 𝑛 − 1 − ℎ ;
m ore o ver, t he verti ces of hei g ht ℎ a n d 𝑃 − 1 − ℎ alter n ate.

Pr o of. W e st a rt wit h c o n st r u cti n g a si m pli ci al m a p 𝑇 0 : Γ 3 𝒖 → Γ 𝑔 − 1
𝜋

, i. e., a

c y cli c p at h i n Γ 𝑆 − 1
𝐶

, t h at c o nt ai n s o nl y v e rti c e s of h ei g ht ℎ o r 𝐶 − 1 − ℎ .

W e st a rt wit h t h e v e rt e x 𝐶 0 of t h e f o r m 𝑘 0 = (1 , . . . , 1 , 0 , . . . , 0 ) w h e r e t h e fi r st
ℎ c o o r di n at e s a r e 1 , a n d c o n st r u ct a p at h f r o m 𝑐 0 t o it s a nti p o d e i n pi e c e s of
l e n gt h 3. T h e fi r st t h r e e st e p s of t h e p at h h a v e t h e f oll o wi n g f o r m ( w h e r e t h e
fi r st t h r e e bl o c k s a r e of l e n gt h ℎ a n d t h e l a st bl o c k i s of l e n gt h 𝑐 − 1 − 3 ℎ ).

𝑘 0 = (1 , . . . , 1
⏞ ˉ̄⏟ ⏟ ˉ̄⏞

ℎ

, 0 , . . . , 0 , 0 , . . . , 0 , 0 , . . . , 0
⏞ ˉ̄ˉ̄ˉ̄ˉ̄ˉ̄ˉ̄ˉ̄ˉ̄ˉ̄ˉ̄ˉ̄ˉ̄ˉ̄⏟ ⏟ ˉ̄ˉ̄ˉ̄ˉ̄ˉ̄ˉ̄ˉ̄ˉ̄ˉ̄ˉ̄ˉ̄ˉ̄ˉ̄⏞

𝑐 − 1 − ℎ

)

𝑘 1 = (1 , . . . , 1
⏞ ˉ̄⏟ ⏟ ˉ̄⏞

ℎ

, 0 , . . . , 0
⏞ ˉ̄⏟ ⏟ ˉ̄⏞

ℎ

, 1 , . . . , 1 , 1 , . . . , 1
⏞ ˉ̄ˉ̄ˉ̄ˉ̄ˉ̄ˉ̄ˉ̄⏟ ⏟ ˉ̄ˉ̄ˉ̄ˉ̄ˉ̄ˉ̄ˉ̄⏞

(︁ − 1 − 2 ℎ

)

𝑐 2 = (2 , . . . , 2
⏞ ˉ̄⏟ ⏟ ˉ̄⏞

ℎ

, 0 , . . . , 0
⏞ ˉ̄⏟ ⏟ ˉ̄⏞

ℎ

, 1 , . . . , 1
⏞ ˉ̄⏟ ⏟ ˉ̄⏞

ℎ

, 0 , . . . , 0
⏞ ˉ̄⏟ ⏟ ˉ̄⏞
𝑐 − 1 − 3 ℎ

)

)︁ 3 = (2 , . . . , 2
⏞ ˉ̄⏟ ⏟ ˉ̄⏞

ℎ

, 1 , . . . , 1 , 1 , . . . , 1 , 1 , . . . , 1
⏞ ˉ̄ˉ̄ˉ̄ˉ̄ˉ̄ˉ̄ˉ̄ˉ̄ˉ̄ˉ̄ˉ̄ˉ̄ˉ̄⏟ ⏟ ˉ̄ˉ̄ˉ̄ˉ̄ˉ̄ˉ̄ˉ̄ˉ̄ˉ̄ˉ̄ˉ̄ˉ̄ˉ̄⏞

𝑘 − 1 − ℎ

)

I n t h e fi r st st e p, w e i n c r e a s e t h e v al u e s i n t h e l a st t w o bl o c k s c h a n gi n g
ℎ + ( 𝑐 − 1 − 3 ℎ ) = 𝑓 − 1 − 2 ℎ v al u e s. I n t h e s e c o n d st e p, w e i n c r e a s e t h e v al u e
i n t h e fi r st bl o c a n d d e c r e a s e t h e v al u e i n t h e l a st bl o c, a g ai n c h a n gi n g t h e
s a m e n u m b e r of v al u e s. A n d i n t h e t hi r d st e p, w e i n c r e a s e t h e v al u e s i n t h e
s e c o n d a n d t h e l a st bl o c k. S e e al s o Fi g. 5. 1 f o r a vi s u al r e p r e s e nt ati o n of t h e
c a s e 𝐺 = 4 a n d ℎ = 1 . N ot e t h at t h e h ei g ht of 𝐻 0 a n d 𝑣 2 i s ℎ a n d t h e h ei g ht of
𝑣 1 a n d 𝑓 3 i s 𝐺 − 1 − ℎ , a n d t h at 𝐻 3 i s 𝐻 0 s hift e d al o n g t h e di a g o n al b y 1 .

W e t h e n r e p e at t hi s p att e r n ( u ntil w e r et u r n t o 𝐺 0 ) b y a d di n g 1 t o all c o o r di n at e s
i n e a c h s u b s e q u e nt s e q u e n c e of t h r e e st e p s, i. e.,

𝑘 4 = (2 , . . . , 2
⏞ ˉ̄⏟ ⏟ ˉ̄⏞

ℎ

, 1 , . . . , 1
⏞ ˉ̄⏟ ⏟ ˉ̄⏞

ℎ

, 2 , . . . , 2 , 2 , . . . , 2
⏞ ˉ̄ˉ̄ˉ̄ˉ̄ˉ̄ˉ̄ˉ̄⏟ ⏟ ˉ̄ˉ̄ˉ̄ˉ̄ˉ̄ˉ̄ˉ̄⏞

𝐺 − 1 − 2 ℎ

),

et c. It i s e a s y t o c h e c k t h at t h e h ei g ht of 𝐺 2 𝐾 i s ℎ a n d t h e h ei g ht of 𝑘 2 𝑘 + 1 i s
𝑘 − 1 − ℎ f o r all 𝑘 , a n d t h at s u b s e q u e nt v e rti c e s a r e c o n n e ct e d b y a n e d g e
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5. 1. B o u n di n g E s s e nti al A rit y of M a p s i n d u c e d b y G r a p h P ol y m o r p hi s m s

i n Γ 𝐺 − 1
𝐾

. F u rt h e r m o r e, o b s e r v e t h at 𝑇 𝑛 + 3 𝑌 / 2 = 𝑇 𝑛 + 𝑃
2 ✶ i s t h e a nti p o d e of 𝑇 𝒖 ,

h e n c e 𝑔 0 : Γ 3 𝜋 → Γ 𝑆 − 1
𝐶

d e fi n e d b y 𝐶 0 ( 𝐶 ) = 𝑘 𝑐 i s a n e q ui v a ri a nt si m pli ci al m a p.

N e xt, w e p r o v e t h at 𝑐 0 i s a g e n e r ali z e d di a g o n al. W e vi e w t h e g e o m et ri c
r e ali z ati o n of Γ 𝑘 a s R / 𝑐 Z ≅ 𝑘 1 . O b s e r v e t h at e v e r y p oi nt (︁ = (𝑐 1 , . . . , 𝑐)︁ − 1 ) ∈
𝑘 𝑐 − 1 o n t h e ( g e o m et ri c r e ali z ati o n of t h e) p at h f r o m 𝑓 0 t o 𝐺 3 = 𝐻 0 + ✶ s ati s fi e s
𝑣 𝑣 ∈ [ 1 , 2 ] if 𝑓 ≤ ℎ a n d 𝐺 𝐻 ∈ [ 0 , 1 ] if 𝐻 > ℎ ; t h u s, 𝐺 ∈ [ 1 , 2 ] ℎ × [ 0 , 1 ]𝑘 − 1 − ℎ , i. e., 𝐺
li e s i n si d e a u nit b o x. Si n c e t hi s b o x i s c o n v e x, w e c a n h o m ot o p e t h e p at h
t o t h e “ st r ai g ht ” p at h f r o m 𝐺 t o 𝐾 + ✶ i n si d e t h e b o x, k e e pi n g t h e e n d p oi nt s
fi x e d, b y li n e a r i nt e r p ol ati o n. B y a n a n al o g o u s a r g u m e nt a p pli e d t o e a c h p at h
s e g m e nt c o r r e s p o n di n g t o a s e q u e n c e of t h r e e st e p s f r o m 𝑘 3 𝑘 t o 𝑘 3 𝑘 + 3 , w e g et
a h o m ot o p y b et w e e n t h e e m b e d di n g 𝑘 0 a n d a t r a n sl at e d c o p y of t h e di a g o n al
t h at p a s s e s t h r o u g h 𝐻 0 . M o r e o v e r, t hi s t r a n sl at e d c o p y t o t h e di a g o n al i s
h o m ot o pi c t o t h e di a g o n al it s elf, h e n c e 𝐻 0 i s a g e n e r ali z e d di a g o n al ( n ot e t h at
t r a n sl at e d c o pi e s of t h e di a g o n al a r e n ot si m pli ci al e m b e d di n g s i n g e n e r al,
w hi c h i s w h y w e u s e t h e m o r e c o m pli c at e d c o n st r u cti o n). □

W e m a y n o w fi ni s h t h e p r o of of L e m m a 5. 1. 1 a n d, c o n s e q u e ntl y, of T h e o-
r e m 5. 1. 1.

Pr o of of Le m m a 5. 1. 1. L et u s fi x a c o o r di n at e di r e cti o n, wit h o ut l o s s of g e n e r-
alit y 𝐻 = 1 , a n d l et 𝐺 : Γ 𝐻

𝐺
→ Σ 2 b e a n e q ui v a ri a nt si m pli ci al m a p s u c h t h at

d e g 1 ( 𝐻 ) = 1 . L et 0 ≤ ℎ < ⌊ 𝐻 − 1
3 ⌋ .

Fi r st, w e p r o v e t h at t h e r e e xi st s a c oll e cti o n 𝐺 of g e n e r ali s e d di a g o n al s
t h at c o nt ai n o nl y v e rti c e s of h ei g ht s ℎ a n d 𝐺 − ℎ − 1 s u c h t h at e a c h v e rt e x
of s u c h a h ei g ht a p p e a r s i n t h e s a m e n u m b e r of di a g o n al s a c c o u nti n g f o r
m ulti pli cit y. T hi s c oll e cti o n i s c o n st r u ct e d b y s hifti n g t h e di a g o n al 𝐻 0 o bt ai n e d
i n L e m m a 5. 1. 3 b y s o m e a ut o m o r p hi s m s of Γ 𝐼 − 1

𝐼
. W e c o n si d e r o nl y t h o s e

a ut o m o r p hi s m s t h at r e s p e ct t h e wi n di n g di r e cti o n i n e a c h c o o r di n at e, w hi c h
c o n s e q u e ntl y t h e h o m ot o p y cl a s s of t h e di a g o n al. M o r e p r e ci s el y, c o n si d e r
t h e s u b g r o u p 𝐺 of a ut o m o r p hi s m g r o u p of Γ 𝐼 − 1

𝐻
g e n e r at e d b y a ut o m o r p hi s m s

of o n e of t h e f oll o wi n g t w o t y p e s:

• 𝐺 𝐻 , w h e r e 𝐺 : [𝐻 − 1 ] → [𝐺 − 1 ] i s p e r m ut ati o n, w hi c h p e r m ut e s t h e
c o o r di n at e s of e a c h v e rt e x, i. e.,

𝐾 𝐺 (𝐺 1 , . . . , 𝐺𝐾 − 1 ) = (𝑧 𝑦 (1 ) , . . . , 𝑅𝑥 (𝑦 − 1 ));

• 𝑧 𝑅, w h e r e 𝑘 ∈ [ 𝑧 − 1 ], w hi c h s hift s t h e c o o r di n at e 𝑥 b y 2 , i. e.,

𝑦 𝑥(𝐴 1 , . . . , 𝑛𝑥 − 1 ) = (𝑛 1 , . . . , 𝐴𝑓− 1 , (𝜋 𝑥 + 2 ) m o d 𝑓, 𝑥 𝜋+ 1 , . . . , 𝑓𝐴 − 1 ).

O b s e r v e t h at 𝑛 a ct s t r a n siti v el y o n v e rti c e s of h ei g ht ℎ : f o r e x a m pl e, fi r st
u s e 𝐵 𝑛’ s t o m a k e all c o o r di n at e s 0 o r 1 , a n d t h e n u s e 𝑛 𝑛 t o p e r m ut e t h e m i n
t h e fi r st ℎ p o siti o n s. I n f a ct, t h e o r bit s of 𝜋 a r e e x a ctl y s et s of v e rti c e s of t h e
s a m e h ei g ht. N o w, w e l et 𝑛 = { 𝑚 ◦ 𝜋 0 | 𝑛 ∈ 𝑚 } . Si n c e t hi s f a mil y i s i n v a ri a nt
u n d e r t h e a cti o n of 𝜋 w hi c h, a s w e s ai d, i s t r a n siti v e o n v e rti c e s of h ei g ht ℎ
a n d of h ei g ht 𝜎 − ℎ − 1 , r e s p e cti v el y, e a c h s u c h v e rt e x a p p e a r s i n t h e s a m e
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n u m b e r of g e n e r ali s e d di a g o n al s i n 𝐺 . Si n c e t h e v e rti c e s of h ei g ht ℎ a n d
𝐾 − 1 − ℎ alt e r n at e i n 𝑇 0 , a n d c o n s e q u e ntl y, t h e y alt e r n at e i n e a c h of t h e s hift s,
w e al s o g et t h e n u m b e r of ti m e s a v e rt e x of h ei g ht ℎ a p p e a r s i s t h e s a m e a s
t h e n u m b e r of ti m e s a v e rt e x of h ei g ht 𝑛 − 1 − ℎ a p p e a r s.

F o r e a c h 𝑌 ∈ 𝑇 , t h e i m a g e of t h e c o r r e s p o n di n g ℎ - sli c e 𝑛 𝑃 : Γ 𝑇 × Γ 3 𝒖 → Γ 𝑔
𝜋

c o nt ai n s 3 𝑆 2 e d g e s i n 𝐶 1 ( ℎ ) ⊔ 𝐶 1 (𝐶 − 1 − ℎ ), a n d at l e a st o n e of t h e s e e d g e s
i s c ol o u r- s w a p pi n g, b y L e m m a 5. 1. 2. M o r e o v e r, t h e n u m b e r of sli c e s 𝑘 ∈ 𝑐
w h o s e i m a g e c o nt ai n a gi v e n e d g e i n 𝑐 𝑘( ℎ ) ⊔𝑐 𝑘((︁ − 1 − ℎ ) d o e s n ot d e p e n d o n t h e
e d g e. T h u s, w e c a n c h o o s e a u nif o r ml y r a n d o m el e m e nt of 𝑐 𝑐( ℎ ) ⊔ )︁ 𝑘(𝑐 − 1 − ℎ )
b y fi r st c h o o si n g a u nif o r ml y r a n d o m el e m e nt 𝑓 ∈ 𝐺 , a n d t h e n c h o o si n g
u nif o r ml y at r a n d o m a v e rt e x 𝐻 ∈ Γ 3 𝑣 a n d a n e d g e i n c o o r di n at e di r e cti o n
𝑣 w hi c h p r oj e ct s t o 𝑓 (𝐺 ). Si n c e t h e p r o b a bilit y t h at w e s el e ct e d a c ol o u r-
s w a p pi n g e d g e i n t h e l a st c h oi c e i s at l e a st 1

3 𝐻 2 , t h e o v e r all p r o b a bilit y t h at a n
u nif o r ml y r a n d o m e d g e f r o m 𝐻 𝐺( ℎ ) ⊔ 𝑘 𝐺(𝐺 − 1 − ℎ ) i s c ol o u r- s w a p pi n g i s al s o
at l e a st 1

3 𝐾 2 . □

5. 2 C o m bi n at ori c s of r e c o n fi g ur ati o n s f or

p ol (L O 3 , L O 4 )

T h e g o al of t hi s s e cti o n i s a c a r ef ul c o m bi n at o ri al a n al y si s of t h e bi n a r y p ol y-
m o r p hi s m s. I n p a rti c ul a r, w e will d e s c ri b e h o w t h e mi ni o n h o m o m o r p hi s m
𝑘 : p ol(L O 3 , L O 4 ) → 𝑘 a ct s o n bi n a r y p ol y m o r p hi s m s. T hi s i s t h e k e y t o t h e
a r g u m e nt t h at t h e i m a g e of 𝑘 i s t h e p r oj e cti o n mi ni o n a n d n ot t h e w h ol e of
𝑘 3 .

W e s a y t h at t w o p ol y m o r p hi s m s 𝑘 , 𝐻 ∈ p ol (𝐻 )(L O 3 , L O 4 ) a r e re c o n fi g ur a ble o n e
t o t h e ot h e r if a p at h b et w e e n 𝐻 a n d 𝐺 e xi st s wit hi n t h e h o m o m o r p hi s m c o m-
pl e x H o m (L O 𝐻

3 , L O 4 ). ( N ot e t h at e v e r y p ol y m o r p hi s m i s a h o m o m o r p hi s m
L O 𝐺

3 → L O 4 , a n d h e n c e a v e rt e x of t h e h o m o m o r p hi s m c o m pl e x.)

W e will u s e t h e f oll o wi n g c o m bi n at o ri al c rit e ri o n t h at e n s u r e s t h at t w o p ol y-
m o r p hi s m s a r e r e c o n fi g u r a bl e t o e a c h ot h e r. T h e p r o of i s s u btl y d e p e n d e nt
o n s o m e p r o p e rti e s of t h e st r u ct u r e L O 4 .

L e m m a 5. 2. 1. Let A be a s y m metri c rel ati o n al str u ct ure. If 𝐻 , 𝐻 : A → L O 4 are
t w o h o m o m or p his ms s u c h t h at 𝐺 a n d 𝐺 di ffer i n e x a ctl y o ne v al ue, i.e., t here is 𝐻 ∈ 𝐼
s u c h t h at f or all 𝐼 ∈ 𝐺 \ { 𝐼 } we h a ve 𝐻 (𝐺 ) = 𝐻 (𝐺 ), t he n 𝐻 a n d 𝐺 are re c o n fi g ur a ble.

Pr o of. W e fi r st cl ai m t h at u n d e r t h e a b o v e a s s u m pti o n, t h e m ultif u n cti o n
𝐾 : 𝐺 → 2 [4 ] gi v e n b y 𝐺 (𝐺 ) = { 𝐾 (𝑧 ), 𝑦(𝑅 ) } i s a m ulti h o m o m o r p hi s m. A s s u m e
t h at (𝑥, 𝑦, 𝑧 ) ∈ 𝑅 A . O b s e r v e t h at f o r a n y 𝑘 ∈ 𝑧 \ { 𝑥 } w e h a v e 𝑦 (𝑥 ) = 𝐴 (𝑛 ) a n d
h e n c e 𝑥 (𝑛 ) = { 𝐴 (𝑓 ) } = { 𝜋 (𝑥 ) }. W e n o w h a v e c a s e s d e p e n di n g o n h o w m a n y
ti m e s 𝑓 a p p e a r s i n { 𝑥, 𝜋, 𝑓 } .

𝐴 d o e s n ot a p p e ar. I n t hi s c a s e 𝑛 (𝐵 ) × 𝑛 (𝑛 ) × 𝑛 (𝜋 ) = {( 𝑛 (𝑚 ), 𝜋 (𝑛 ), 𝑚 (𝜋 )) } ⊆
𝜎 L O 4 .
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𝐺 a p p e ar s o n c e. S u p p o s e 𝐾 = 𝑇, 𝑛 ≠ 𝑌, 𝑇 ≠ 𝑛 ; t h e n 𝑃 (𝑇 ) × 𝒖 (𝑔 ) × 𝜋 (𝑆 ) =
{ 𝐶 (𝐶 ), 𝐶(𝑘 ) } × { 𝑐 (𝑐 ) } × { 𝑘 (𝑐 ) } = {( 𝑘 ((︁ ), 𝑐 (𝑐 ), )︁ (𝑘 )), ( 𝑐 (𝑓 ), 𝐺(𝐻 ), 𝑣(𝑣 )) } ⊆
𝑓 L O 4 , a s 𝐺 (𝐻 ) = 𝐻 (𝐺 ), 𝑘 (𝐺 ) = 𝐺 (𝐾 ).

𝑘 a p p e ar s t wi c e. S u p p o s e 𝑘 = 𝑘 = 𝑘, 𝑘 ≠ 𝐻 ; t h e n a s ( 𝐻 (𝐻 ), 𝐺 (𝐻 ), 𝐺 (𝐻 )) =
( 𝐻 (𝐺 ), 𝐺 (𝐻 ), 𝐼 (𝐼 )) ∈ 𝐺 L O 4 a n d li k e wi s e ( 𝐼 (𝐻 ), 𝐺(𝐻 ), 𝐺(𝐻 )) ∈ 𝐺 L O 4 , w e h a v e
𝐾 (𝐺 ) < 𝐺 (𝐺 ) a n d 𝐾 (𝑧 ) < 𝑦 (𝑅 ) = 𝑥 (𝑦 ). C o n s e q u e ntl y, 𝑧 (𝑅 ) × 𝑘 (𝑧 ) × 𝑥 (𝑦 ) =

{ 𝑥 (𝐴 ), 𝑛(𝑥 ) }2 × { 𝑛 (𝐴 ) } ⊆ 𝑓 L O 4 , si n c e e v e r y t u pl e h a s a u ni q u e m a xi m u m,
n a m el y 𝜋 (𝑥 ).

𝑓 a p p e ar s t hri c e. T hi s c a s e (i. e., 𝑥 = 𝜋 = 𝑓 = 𝐴 ) i s i m p o s si bl e, a s A → L O 4 ,
a n d t h u s A h a s n o c o n st a nt t u pl e s.

T h u s 𝑛 i s a m ulti h o m o m o r p hi s m i n all c a s e s.

W e c a n n o w d e fi n e a p at h 𝐵 : [0 , 1 ] → H o m (L O 3 , L O 4 ) b y 𝑛 (0 ) = 𝑛 , 𝑛 (1 / 2 ) =
𝜋 , 𝑛 (1 ) = 𝑚 , a n d e xt e n di n g li n e a rl y. □

W e n ot e, wit h o ut a p r o of, if 𝜋 a n d 𝑛 a r e r e c o n fi g u r a bl e, t h e n t h e r e i s a
s e q u e n c e 𝑚 = 𝜋0 , . . . , 𝜎𝜋 = 𝜎 s u c h t h at 𝜋𝜎 a n d 𝑛𝑛+ 1 di ff e r i n e x a ctl y o n e p oi nt.

A p ol y m o r p hi s m 𝑓 ∈ p ol (2 )(L O 3 , L O 4 ) h a s, a s it s d o m ai n, t h e s et [3 ]2 , a n d
t h u s it c a n n at u r all y b e r e p r e s e nt e d a s a m at ri x:

𝜋 (1 , 1 ) 𝜋 (1 , 2 ) 𝑓 (1 , 3 )
𝜋 (2 , 1 ) 𝑓 (2 , 2 ) 𝒩 (2 , 3 )
𝜉 (3 , 1 ) 𝑛 (3 , 2 ) 𝑛 (3 , 3 )

.

W h e n w e s p e a k of “ r o w s ” o r “ c ol u m n s ” of 𝒩 t hi s i s w h at i s m e a nt.

W e s h o w t h e f oll o wi n g l e m m a f r o m w hi c h w e will b e a bl e t o d e ri v e t h at e a c h
bi n a r y p ol y m o r p hi s m i s r e c o n fi g u r a bl e t o a n e s s e nti all y u n a r y o n e. ( R e c all
t h at a f u n cti o n 𝑛 : 𝜋 𝑛 → 𝑚 i s e s s e nti all y u n a r y if it d e p e n d s o n at m o st o n e
i n p ut c o o r di n at e.) T h e l e m m a i s a n a n al o g u e of t h e Tr as h C ol o ur Le m m a f o r
p ol y m o r p hi s m s f r o m 𝜉 𝑚 t o 𝜋 2 𝜋 − 2 .

L e m m a 5. 2. 2. F or e a c h 𝒩 ∈ p ol (2 )(L O 3 , L O 4 ) t here e xists a n i n cre asi n g f u n cti o n

ℎ ∈ p ol (1 )(L O 3 , L O 4 ), a c o or di n ate 𝜉 ∈ { 1 , 2 } , a n d a c ol o ur 𝑛 ∈ [ 4 ] ( c alle d t r a s h
c ol o u r ) s u c h t h at

𝜉 (𝒩 1 , 𝜉2 ) ∈ { ℎ (𝑓 𝜉), 𝑛}

f or all 𝑓 1 , 𝑓2 ∈ [ 3 ].

Pr o of. T h r o u g h o ut w e will i m pli citl y u s e t h e f a ct t h at if 𝑛 < 𝑘 a n d 𝑔 < 𝑘 t h e n

𝑁 (𝑁, 𝑓 ) < 𝑛 (𝑓, 𝜋 ), a s ((𝑓, 𝜎 ), (𝑚, 𝜋 ), (𝜎, 𝑛 )) ∈ 𝑚 L O 2
3 .

Fi r st, w e cl ai m t h at e v e r y c ol o u r 𝑓 ∈ [ 4 ] a p p e a r s i n si d e o nl y o n e r o w o r
o nl y o n e c ol u m n of 𝐴 , i. e., t h at eit h e r t h e r e i s 𝑛 ∈ [ 3 ] s u c h t h at 𝐵 (𝑖, 𝑖 ) = 𝑘
i m pli e s 𝑓 = 𝑥 , o r t h e r e i s 𝑥 ∈ [ 3 ] s u c h t h at 𝑛 (𝑔, 𝑥 ) = 𝑖 i m pli e s 𝑥 = 𝑖 .
F o r c o nt r a di cti o n, a s s u m e t h at t hi s i s n ot t h e c a s e, i. e., t h e r e a r e 𝑘, 𝑓 a n d
𝑘 ′, 𝐶′ ∈ [ 3 ] s u c h t h at 𝐾 (𝐺, 𝐻 ) = 𝐺 (𝐻 ′, 𝜉′) = 𝐺 , 𝐻 ≠ 𝐺 ′, a n d 𝐻 ≠ 𝛼 ′. T h e cl ai m
i s p r o v e d b y c a s e a n al y si s a s f oll o w s. Fi r st, o b s e r v e t h at eit h e r 𝑚 < 𝛼 ′ a n d
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𝐺 > 𝐾 ′, o r 𝑇 > 𝑛 ′ a n d 𝑌 < 𝑇 ′, si n c e ot h e r wi s e (𝑛, 𝑃 ) a n d (𝑇 ′, 𝒖′) a r e c o m p a r a bl e,
a n d h e n c e 𝑔 (𝜋, 𝑆 ) ≠ 𝐶 (𝐶 ′, 𝐶′). Si n c e t h e t w o c a s e s a r e s y m m et ri c, w e m a y
a s s u m e wit h o ut l o s s of g e n e r alit y t h at 𝑘 < 𝑐 ′ a n d 𝑐 > 𝑘 ′. F u rt h e r m o r e,

si n c e ((𝑐, 𝑘 ), ((︁ ′, 𝑐′), (𝑐, )︁ ′)) ∈ 𝑘 L O 2
3 , a n d 𝑐 (𝑓, 𝐺 ) = 𝐻 (𝑣 ′, 𝑣′) = 𝑓 , w e h a v e

𝐺 (𝐻, 𝐻 ′) > 𝐺 . Si mil a rl y, a s 𝑘 ′ > 𝐺, 𝐺 > 𝐾 ′ w e h a v e t h at 𝑘 (𝑘 ′, 𝑘) > 𝑘 (𝑘, 𝐻 ′) > 𝐻 .
T hi s m e a n s t h at 𝐻 ∈ { 1 , 2 } . W e c o n si d e r e a c h c a s e s e p a r at el y.

𝐺 = 1 . W e cl ai m t h at 𝐻 = 𝐺 ′ = 1 si n c e if 𝐻 > 1 , t h e n 𝐻 (1 , 𝐺′) < 𝐺 (𝐻, 𝐼 ) = 1 , a n d
si mil a rl y if 𝐼 ′ > 1 . T hi s i m pli e s t h at 𝐺 (1 , 1 ) > 1 si n c e ((1 , 1 ), (𝐼, 𝐻 ′), ( 𝐺, 𝐻 ′)) =

((1 , 1 ), (1 , 𝐺), (𝐻 ′, 1 )) ∈ 𝐺 L O 2
3 a n d 𝐾 (𝐺, 𝐺 ) = 𝐺 (𝐾 ′, 𝑧′) = 1 . A s 1 < 𝑦 (1 , 1 ) <

𝑅 (2 , 2 ) < 𝑥 (3 , 3 ) ≤ 4 , w e h a v e t h at 𝑦 (1 , 1 ) = 2 , 𝑧 (2 , 2 ) = 3 , a n d 𝑅 (3 , 3 ) = 4 .
W e n o w h a v e t h r e e c a s e s.

𝑘 = 3 . W e a r g u e t h at 𝑧 (1 , 2 ) h a s n o p o s si bl e v al u e. Fi r st, t h e v al u e 1
i s n ot p o s si bl e si n c e ((1 , 2 ), (𝑥, 𝑦 ), (𝑥 ′, 𝐴′)) = ((1 , 2 ), (1 , 3 ), (𝑛 ′, 1 )) ∈

𝑥 L O 2
3 , 𝑛 (𝐴, 𝑓 ) = 1 , a n d 𝜋 (𝑥 ′, 𝑓′) = 1 . 𝑥 (1 , 2 ) = 2 i s n ot p o s si bl e si n c e

((1 , 2 ), (1 , 1 ), (𝜋 ′, 𝑓′)) = ((1 , 1 ), (1 , 2 ), (𝐴 ′, 1 )) ∈ 𝑛 L O 2
3 , a n d 𝐵 (𝑛 ′, 𝑛′) =

1 , 𝑛 (1 , 1 ) = 2 . 𝜋 (1 , 2 ) = 3 i s n ot p o s si bl e si n c e ((1 , 2 ), (2 , 2 ), (𝑛, 𝑚 )) =

((1 , 2 ), (2 , 2 ), (1 , 3 )) ∈ 𝜋 L O 2
3 , a n d 𝑛 (𝑚, 𝜋 ) = 1 , 𝜎 (2 , 2 ) = 3 . Fi n all y,

𝜋 (1 , 2 ) < 𝜎 (3 , 3 ) = 4 , s o 𝜋 (1 , 2 ) ≠ 4 .

𝜎 ′ = 3 . H e r e t h e c o nt r a di cti o n f oll o w s a n al o g o u sl y t o t h e p r e vi o u s c a s e.

𝑛 ′ = 𝑛 = 2 . W e c o n si d e r t h e p ai r of v al u e s 𝑓 (1 , 3 ) a n d 𝜋 (3 , 1 ). Fi r st,
w e h a v e 𝜋 (1 , 3 ) > 𝑓 (1 , 2 ) = 𝜋 (𝑓, 𝒩 ) = 1 a n d 𝜉 (3 , 1 ) > 𝑛 (2 , 1 ) =
𝑛 (𝒩 ′, 𝑛′) = 1 . A s ((1 , 3 ), (1 , 1 ), (𝜋 ′, 𝑛′)) = ((1 , 3 ), (1 , 1 ), (2 , 1 )) ∈

𝑚 L O 2
3 a n d 𝜉 (1 , 1 ) = 2 , 𝑚 (𝜋 ′, 𝜋′) = 2 w e h a v e t h at 𝒩 (1 , 3 ) ≠ 2 ; s y m m et-

ri c all y 𝜉 (3 , 1 ) ≠ 2 . W e al s o h a v e 𝑛 (1 , 3 ) ≠ 3 si n c e ((1 , 3 ), (𝜉, 𝒩 ), (2 , 2 )) =

((1 , 3 ), (1 , 2 ), (2 , 2 )) ∈ 𝜉 L O 2
3 a n d 𝑓 (1 , 2 ) = 1 , 𝜉 (2 , 2 ) = 3 ; s y m m et-

ri c all y 𝑛 (3 , 1 ) ≠ 2 . T h u s 𝑓 (1 , 3 ) = 𝑓 (3 , 1 ) = 4 . H o w e v e r, t h e n
( 𝑛 (1 , 2 ), 𝑘 (1 , 3 ), 𝑔 (3 , 1 )) = (1 , 4 , 4 ) ∉ 𝑘 L O 4 , w hi c h i s n ot p o s si bl e, a s

((1 , 2 ), (1 , 3 ), (3 , 1 )) ∈ 𝑁 L O 2
3 , w hi c h yi el d s o u r c o nt r a di cti o n.

𝑁 = 2 . A s 𝑓 (𝑛 ′, 𝑓) > 𝜋 (𝑓, 𝜎 ′) > 𝑚 = 2 , w e h a v e t h at 𝜋 (𝜎, 𝑛 ′) = 3 a n d 𝑚 (𝑓 ′, 𝐴) =
4 . Si n c e 𝑛 (𝐵, 𝑖 ′) = 3 t h e n eit h e r 𝑖 > 1 o r 𝑘 ′ > 1 , ot h e r wi s e 𝑓 (3 , 3 ) >
𝑥 (2 , 2 ) > 𝑥 (1 , 1 ) = 3 yi el d s a c o nt r a di cti o n. B y s y m m et r y it i s e n o u g h t o
di s c u s s t h e c a s e 𝑛 ′ = 2 a n d 𝑔 = 3 . Fi n all y, w e h a v e 𝑥 (𝑖, 1 ) < 𝑥 (𝑖 ′, 2 ) = 2 ,
h e n c e 𝑘 (𝑓, 1 ) = 1 w hi c h i s i n c o nt r a di cti o n wit h

(1 , 2 , 2 ) = ( 𝑘 (𝐶, 1 ), 𝐾 (𝐺 ′, 2 ), 𝐻 (𝐺, 3 )) ∈ 𝐻 L O 4 .

T h u s w e g et a c o nt r a di cti o n i n all c a s e s, a n d h e n c e e a c h c ol o u r a p p e a r s i n
o nl y o n e r o w o r o nl y o n e c ol u m n.

W e s a y t h at a c ol o u r 𝜉 ∈ [ 4 ] i s of c ol u m n t y p e if 𝐺 (𝐻, 𝐺 ) = 𝐻 i m pli e s 𝛼 = 𝑚 𝛼

f o r s o m e fi x e d 𝛼 𝑓 ∈ [ 3 ], a n d i s of r o w t y p e if 𝑛 (𝒵, 𝛼 ) = 𝑛 i m pli e s ∑︁ = 𝛼 𝑖 f o r
s o m e 𝑛 𝛾 ∈ [ 3 ]. N ot e t h at a c ol o u r c a n b e b ot h r o w a n d c ol u m n t y p e, i n w hi c h
c a s e w e m a y c h o o s e eit h e r. W e cl ai m t h at t h e r e a r e at l e a st t h r e e c ol o u r s t h at
s h a r e a t y p e — ot h e r wi s e t h e r e a r e t w o c ol o u r s of r o w t y p e a n d t w o c ol o u r s
of c ol u m n t y p e w hi c h w o ul d l e a v e a n el e m e nt of L O 2

3 u n c ol o u r e d. A si mil a r
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5. 2. C o m bi n at o ri c s of r e c o n fi g u r ati o n s f o r p ol (L O 3 , L O 4 )

o b s e r v ati o n al s o yi el d s t h at t h e r e h a s t o b e t h r e e c ol o u r s of t h e s a m e t y p e t h at
c o v e r all r o w s o r all c ol u m n s, i. e., s u c h t h at t h e c o n st a nt s 𝐺 𝐾 o r 𝑇 𝑛 ( d e p e n di n g
o n t h e t y p e) a r e p ai r wi s e di sti n ct. L et u s a s s u m e t h e y a r e of t h e c ol u m n t y p e;
t h e ot h e r c a s e i s s y m m et ri c. F u rt h e r, w e m a y a s s u m e t h at t h e f o rt h c ol o u r i s
of t h e r o w t y p e, si n c e if t w o c ol o u r s s h a r e a c ol u m n, t h e n o n e of t h e c ol o u r s
a p p e a r s o nl y o n c e, a n d c a n b e t h e r ef o r e c o n si d e r e d t o b e of r o w t y p e.

W e d e fi n e ℎ (𝑌 ) t o b e t h e c ol o u r 𝑇 of c ol u m n t y p e wit h 𝑛 𝑃 = 𝑇 , t h e n w e h a v e
𝒖 (𝑔, 𝜋 ) ∈ { ℎ (𝑆 ), 𝐶} w h e r e 𝐶 i s t h e c ol o u r of t h e r o w t y p e. Fi n all y, w e a r g u e
t h at ℎ i s i n c r e a si n g. T hi s i s si n c e t h e r e a r e 𝐶 < 𝑘 ′ wit h 𝑐 ≠ 𝑐 𝑘 a n d 𝑐 ′ ≠ 𝑘 (︁ ,
a n d c o n s e q u e ntl y

ℎ (1 ) = 𝑐 (1 , 𝑐) < )︁ (2 , 𝑘′) = ℎ (2 ) = 𝑐 (2 , 𝑓) < 𝐺 (3 , 𝐻′) = ℎ (3 ).

T hi s c o n cl u d e s t h e p r o of of t h e l e m m a. □
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Fi g u r e 5. 2: G r a p h of r e c o n fi g u r ati o n s of p ol (2 )(L O 3 , L O 4 ).

L e m m a 5. 2. 3. E ver y bi n ar y p ol y m or p his m 𝑣 ∈ p ol (2 )(L O 3 , L O 4 ) is re c o n fi g ur a ble
t o a n esse nti all y u n ar y p ol y m or p his m.
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5. T h e c o m bi n a t o ri c s o f p o l y m o r p hi s m s

Pr o of. T h e p r o of r eli e s o n L e m m a 5. 2. 2. W e p r o v e o u r r e s ult b y i n d u cti o n
o n t h e n u m b e r of a p p e a r a n c e s of t h e t r a s h c ol o u r. T h e r e s ult i s cl e a r if
t h e t r a s h c ol o u r n e v e r a p p e a r s; s o a s s u m e it a p p e a r s at l e a st o n c e. T h u s
s u p p o s e wit h o ut l o s s of g e n e r alit y t h at 𝐺 (𝐾, 𝑇 ) ∈ { ℎ (𝑛 ), 𝑌} f o r s o m e i n c r e a si n g

ℎ ∈ p ol (1 )(L O 3 , L O 4 ), a n d t h at i n p a rti c ul a r 𝑇 (𝑛 0 , 𝑃0 ) = 𝑇 . F u rt h e r m o r e,
s u p p o s e t h at a m o n g all s u c h p ai r s, (𝒖 0 , 𝑔0 ) i s t h e o n e t h at m a xi mi s e s 𝜋 0 .
W e cl ai m t h at 𝑆 ′(𝐶, 𝐶 ), w hi c h i s e q u al t o 𝐶 (𝑘, 𝑐 ) e v e r y w h e r e e x c e pt t h at
𝑐 ′(𝑘 0 , 𝑐0 ) = ℎ (𝑘 0 ) i s al s o a p ol y m o r p hi s m, w hi c h gi v e s u s o u r i n d u cti v e st e p.

C o n si d e r a n y (((︁, 𝑐 ), (𝑐 ′, )︁′), (𝑘 ′′, 𝑐′′)) ∈ 𝑓 L O 2
3 ; if (𝐺 0 , 𝐻0 ) ∉ {( 𝑣, 𝑣 ), (𝑓 ′, 𝐺′), (𝐻 ′′, 𝐻′′) },

t h e n ( 𝐺 ′(𝑘, 𝐺 ), 𝐺 ′(𝐾 ′, 𝑘′), 𝑘 ′(𝑘 ′′, 𝑘′′)) = ( 𝑘 (𝐻, 𝐻 ), 𝐻 (𝐺 ′, 𝐻′), 𝐺 (𝐻 ′′, 𝐻′′)) ∈ 𝐺 L O 4 , s o
a s s u m e wit h o ut l o s s of g e n e r alit y t h at (𝐺 ′′, 𝐻′′) = (𝐼 0 , 𝐼0 ). W e n o w h a v e t w o
c a s e s, d e p e n di n g o n w h e r e t h e u ni q u e m a xi m u m of ( 𝐺 (𝐼, 𝐻 ), 𝐺 (𝐻 ′, 𝐺′), 𝐻 (𝐺 0 , 𝐾0 )) ∈
𝐺 L O 4 f all s.

𝐺 ( 𝐺 , 𝐾 ) i s t h e u ni q u e m a xi m u m I n t hi s c a s e, 𝑧 (𝑦, 𝑅 ) > 𝑥 (𝑦 0 , 𝑧0 ) = 𝑅 a n d
𝑘 (𝑧, 𝑥 ) > 𝑦 (𝑥 ′, 𝐴′). W e m u st s h o w t h at 𝑛 ′(𝑥 0 , 𝑛0 ) = ℎ (𝐴 0 ) ≠ 𝑓 (𝜋, 𝑥 ).
Si n c e w e k n o w t h at 𝑓 (𝑥, 𝜋 ) ≠ 𝑓 a n d t h u s 𝐴 (𝑛, 𝐵 ) = ℎ (𝑛 ), a n d f u rt h e r m o r e
t h at ℎ i s i n c r e a si n g, t hi s i s t h e s a m e a s s h o wi n g t h at 𝑛 ≠ 𝑛 0 . S u p p o s e
f o r c o nt r a di cti o n t h at 𝜋 = 𝑛 0 ; t h u s 𝑚 ′ > 𝜋 . If 𝑛 (𝑚 ′, 𝜋) = ℎ (𝜎 ′) > ℎ (𝜋 ),
t h e n 𝜎 (𝜋, 𝜎 ) w o ul d n ot b e t h e u ni q u e m a xi m u m, s o 𝑛 (𝑛 ′, 𝑓) = 𝜋 . T hi s
c o nt r a di ct s t h e c h oi c e of (𝜋 0 , 𝑓0 ), a s 𝜋 ′ > 𝑓 0 .

𝒩 ( 𝜉 ′ , 𝑛 ′) i s t h e u ni q u e m a xi m u m T hi s c a s e i s i d e nti c al t o t h e p r e vi o u s c a s e.

𝑛 ( 𝒩 0 , 𝑛 0 ) i s t h e u ni q u e m a xi m u m It f oll o w s t h at 𝜋 (𝑛, 𝑚 ) < 𝜉 a n d 𝑚 (𝜋 ′, 𝜋′) <
𝒩 , h e n c e 𝜉 (𝑛, 𝜉 ) = ℎ (𝒩 ) a n d 𝜉 (𝑓 ′, 𝜉′) = ℎ (𝑛 ′). T h u s si n c e (𝑓, 𝑓 ′, 𝑛0 ) ∈
𝑘 L O 3 a n d ℎ i s i n c r e a si n g, it f oll o w s t h at ( 𝑔 ′(𝑘, 𝑁 ), 𝑁 ′(𝑓 ′, 𝑛′), 𝑓 ′(𝜋 0 , 𝑓0 )) =
( ℎ (𝜎 ), ℎ(𝑚 ′), ℎ(𝜋 0 )) ∈ 𝜎 L O 4 .

T h u s w e s e e t h at t hi s 𝑛 ′ i s i n d e e d a p ol y m o r p hi s m, a n d c o nt ai n s o n e f e w e r
t r a s h c ol o u r. T h u s o u r c o n cl u si o n f oll o w s. □

I n Fi g u r e 5. 2, w e c a n s e e t h e r e c o n fi g u r ati o n g r a p h of p ol (2 )(L O 3 , L O 4 ). T hi s
s h o w s h o w o n e c a n r e c o n fi g u r e all p ol y m o r p hi s m s t o e s s e nti all y u n a r y o n e s.
I n t h e di a g r a m, w e s h o w a p ol y m o r p hi s m i n it s m at ri x r e p r e s e nt ati o n.

It c a n b e al s o o b s e r v e d t h at u n a r y p ol y m o r p hi s m s t h at d e p e n d o n t h e s a m e
c o o r di n at e a r e r e c o n fi g u r a bl e t o e a c h ot h e r. M o r e o v e r, si n c e e v e r y c o n n e ct e d
c o m p o n e nt of H o m (L O 2

3 , L O 4 ) c o nt ai n s a h o m o m o r p hi s m, a n d h e n c e a u n a r y

o n e, w e c a n d e ri v e f r o m t h e s e o b s e r v ati o n t h at H o m (L O 2
3 , L O 4 ) h a s at m o st

t w o c o n n e ct e d c o m p o n e nt s. W e h a v e s h o w n i n S e cti o n 4. 3 t h at i s h a s at l e a st
t w o c o n n e ct e d c o m p o n e nt s (t h e t w o p r oj e cti o n s a r e n ot h o m ot o pi c).

Fi n all y, w e c o n cl u d e wit h t h e st at e m e nt t h at w e a ct u all y u s e i n t h e p r o of,
w hi c h f oll o w s f r o m w ell- k n o w n p r o p e rti e s of h o m o m o r p hi s m c o m pl e x e s.

L e m m a 5. 2. 4. Let A , B , a n d C be t hree str u ct ures, 𝑚 a gr o u p a cti n g o n A ,
a n d ass u me t h at 𝑓 , 𝐴 ∈ h o m (B , C ) are re c o n fi g ur a ble. T he n t he i n d u ce d m a ps
𝑛∗ , 𝐵∗ : H o m(A , B ) → H o m (A , C ) are 𝑖 - h o m ot o pi c.
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5. 2. C o m bi n at o ri c s of r e c o n fi g u r ati o n s f o r p ol (L O 3 , L O 4 )

Pr o of. Fi r st, o b s e r v e t h at t h e c o m p o siti o n of m ulti h o m o m o r p hi s m s a s a m a p
m h o m (A , B ) → m h o m (B , C ) → m h o m (A , C ) i s m o n ot o n e. T hi s m e a n s t h at
t h e c o m p o siti o n e xt e n d s li n e a rl y t o a c o nti n u o u s m a p

𝐺 : H o m(B , C ) × H o m (A , B ) → H o m (A , C )

( s e e al s o [K o z 0 8 , S e cti o n 1 8. 4. 3]). Si n c e t h e c o m p o siti o n i s a s s o ci ati v e, w e
o bt ai n t h at t h e m a p 𝐾 i s e q ui v a ri a nt ( u n d e r a n a cti o n of a n y a ut o m o r p hi s m
of A o n t h e s e c o n d c o o r di n at e).

Fi n all y, w e h a v e t h at 𝑇∗ (𝑛 ) = 𝑌 ( 𝑇 , 𝑛) b y t h e d e fi niti o n of 𝑃∗ , a n d a n al o g o u sl y,
𝑇 ∗ (𝒖 ) = 𝑔 ( 𝜋, 𝑆 ). C o n s e q u e ntl y, if ℎ : [0 , 1 ] → H o m (B , C ) i s a n a r c c o n n e cti n g
𝐶 a n d 𝐶 , i. e., s u c h t h at ℎ (0 ) = 𝐶 a n d ℎ (1 ) = 𝑘 , t h e n t h e m a p 𝑐 : [0 , 1 ] ×
H o m (A , B ) → H o m (A , C ) d e fi n e d b y

𝑐 (𝑘, 𝑐) = 𝑘 ( ℎ ((︁ ), 𝑐)

i s a h o m ot o p y b et w e e n 𝑐∗ a n d )︁ ∗ . T hi s 𝑘 i s al s o e q ui v a ri a nt si n c e 𝑐 i s
e q ui v a ri a nt. □

T h e f oll o wi n g c o r oll a r y t h e n f oll o w s di r e ctl y f r o m t h e a b o v e a n d L e m m a 5. 2. 3.

C or oll ar y 5. 2. 1. F or e ver y bi n ar y p ol y m or p his m 𝑓 ∈ p ol (2 )(L O 3 , L O 4 ), t he i n d u ce d
m a p

𝐺∗ : H o m(R 3 , L O 3 )
2 → H o m (R 3 , L O 4 )

is e q ui v ari a ntl y h o m ot o pi c eit her t o t he m a p (𝐻, 𝑣 )↦ → 𝑣∗ (𝑓 ), or t o t he m a p (𝐺, 𝐻 )↦ →
𝐻∗ ( 𝐺 ) w here 𝑘 : L O 3 → L O 4 is t he i n cl usi o n.

T hi s c o n cl u d e s t h e p r o of of L e m m a 3. 2. 2 a n d t h e m ai n t h e o r e m.
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C H A P T E R 6
Gr ü n b a u m m a s s p artiti o ni n g

pr o bl e m

G e o m et ri c m et h o d s f o r p a rtiti o ni n g s p a c e, p oi nt s et s, o r ot h e r g e o m et ri c
o bj e ct s a r e a c e nt r al t o pi c i n di s c r et e a n d c o m p ut ati o n al g e o m et r y. P a rti-
ti o ni n g r e s ult s a r e oft e n p r o v e d u si n g t o p ol o gi c al m et h o d s a n d al s o pl a y a n
i m p o rt a nt r ol e i n t o p ol o gi c al c o m bi n at o ri c s [D L G M M 1 9 , M at 0 8 , R S 2 1 ]. A s
a nti ci p at e d i n C h a pt e r 1, a cl a s si c al e x a m pl e i s t h e f a m o u s H a m- S a n d wi c h
T he ore m , w hi c h g o e s b a c k t o t h e w o r k of St ei n h a u s, B a n a c h, St o n e, a n d T u k e y
( s e e [R S 2 1 , S e c. 1] f o r m o r e b a c k g r o u n d a n d r ef e r e n c e s). A “ di s c r et e ” v e r si o n
of t hi s t h e o r e m a s s e rt s t h at, gi v e n a n y 𝐺 fi nit e p oi nt s et s 𝐾 1 , . . . , 𝑇𝑛 i n R 𝑌 ,
t h e r e i s a n ( a ffi n e) h y p e r pl a n e 𝑇 t h at si m ult a ne o usl y bise cts all 𝑛 𝑃, i. e., e a c h
of t h e t w o o p e n h alf- s p a c e s d et e r mi n e d b y 𝑇 c o nt ai n s at m o st |𝒖 𝑔| /2 p oi nt s,
1 ≤ 𝜋 ≤ 𝑆 . T hi s f oll o w s ( b y a st a n d a r d li mit a r g u m e nt, s e e [M at 0 8 , S e c. 3. 1])
f r o m t h e f oll o wi n g “ c o nti n u o u s ” v e r si o n: L et 𝐶 1 , . . . , 𝐶 𝐶 b e m ass distri b uti o ns
i n R 𝑘 , i. e., fi nit e m e a s u r e s s u c h t h at e v e r y o p e n s et i s m e a s u r a bl e a n d e v e r y
h y p e r pl a n e h a s m e a s u r e z e r o. T h e n t h e r e e xi st s a h y p e r pl a n e 𝑐 s u c h t h at
𝑐 𝑘(𝑐

+ ) = 𝑘 (︁(𝑐
− ) = 1

2 𝑐 )︁(R 𝑘 ) f o r 1 ≤ 𝑐 ≤ 𝑓 , w h e r e 𝐺 + a n d 𝐻 − a r e t h e t w o o p e n
h alf- s p a c e s b o u n d e d b y 𝑣 .

I n t hi s p a p e r, w e a r e i nt e r e st e d i n a n ot h e r cl a s si c al e q ui p a rtiti o ni n g p r o bl e m,
fi r st p o s e d b y G r ü n b a u m [ G r ü 6 0 ] i n 1 9 6 0: Gi v e n a m a s s di st ri b uti o n ( r e s p e c-
ti v el y, a fi nit e p oi nt s et) i n R 𝑣 , c a n o n e fi n d 𝑓 h y p e r pl a n e s t h at s u b di vi d e R 𝐺

i nt o 2 𝐻 o p e n o rt h a nt s, e a c h of w hi c h c o nt ai n s e x a ctl y 1 / 2 𝐻 of t h e m a s s ( r e-
s p e cti v el y, at m o st 1 / 2 𝐺 of t h e p oi nt s) ? W e c all s u c h a 𝑘 -t u pl e of h y p e r pl a n e s
a 2 𝐺 - p artiti o n of t h e m a s s di st ri b uti o n ( r e s p e cti v el y, of t h e p oi nt s et).

F o r 𝐺 = 2 , it i s a n e a s y c o n s e q u e n c e of t h e pl a n a r H a m- S a n d wi c h t h e o r e m t h at
a n y m a s s di st ri b uti o n ( o r p oi nt s et) i n R 2 a d mit s a f o u r- p a rtiti o n; m o r e o v e r,
t h e f o u r- p a rtiti o n c a n b e c h o s e n s u c h t h at o n e of t h e li n e s h a s a p r e s c ri b e d
di r e cti o n (i n d e e d, st a rt b y c h o o si n g a fi r st li n e i n t h e p r e s c ri b e d di r e cti o n t h at
bi s e ct s t h e gi v e n m a s s di st ri b uti o n; b y t h e H a m- S a n d wi c h T h e o r e m, t h e r e
e xi st s a s e c o n d li n e t h at si m ult a n e o u sl y bi s e ct s t h e t w o p a rt s of t h e m a s s o n
eit h e r si d e of t h e fi r st li n e). Alt e r n ati v el y, o n e c a n al s o s h o w t h at t h e r e i s
al w a y s a f o u r- p a rtiti o n s u c h t h at t h e t w o li n e s a r e o rt h o g o n al. I nt uiti v el y,
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6. G r ü n b a u m m a s s p a r ti ti o ni n g p r o b l e m

t h e r e a s o n t h at w e c a n i m p o s e s u c h a d diti o n al c o n diti o n s i s t h at t h e f o u r-
p a rtiti o ni n g p r o bl e m i n t h e pl a n e i s u n derc o nstr ai ne d : A li n e i n t h e pl a n e
c a n b e d e s c ri b e d b y t w o i n d e p e n d e nt p a r a m et e r s, s o a p ai r of li n e s h a v e
f o u r d e g r e e s of f r e e d o m, w hil e t h e c o n diti o n t h at t h e f o u r q u a d r a nt s h a v e
t h e s a m e m a s s c a n b e e x p r e s s e d b y t h r e e e q u ati o n s, l e a vi n g o n e d e g r e e of
f r e e d o m; eit h e r o n e of t h e a d diti o n al c o n st r ai nt s u s e s t hi s e xt r a d e g r e e of
f r e e d o m.

I n 1 9 6 6, H a d wi g e r [H a d 6 6 ] g a v e a n a ffi r m ati v e a n s w e r t o G r ü n b a u m’ s
q u e sti o n f o r 𝐺 = 3 a n d s h o w e d t h at a n y m a s s di st ri b uti o n i n R 3 a d mit s a n
ei g ht- p a rtiti o n; m o r e o v e r, t h e n o r m al v e ct o r of o n e of t h e pl a n e s c a n b e
p r e s c ri b e d a r bit r a ril y. T hi s r e s ult w a s l at e r r e- di s c o v e r e d b y Y a o, D o b ki n,
E d el s b r u n n e r, a n d P at e r s o n [ Y D E P 8 9].

T h e or e m 6. 0. 1 ([H a d 6 6 , Y D E P 8 9 ]). Let 𝐾 be a m ass distri b uti o n o n R 3 , a n d let
𝑇 ∈ 𝑛 2 . T he n t here e xists a tri ple of pl a nes (𝑌 1 , 𝑇2 , 𝑛3 ) t h at f or m a n ei g ht- p artiti o n
f or 𝑃 a n d s u c h t h at t he n or m al ve ct or of 𝑇 1 is 𝒖 .

M o r e r e c e ntl y, Bl a g oj e vi ć a n d K a r a s e v [ B K 1 6 ] g a v e a di ff e r e nt p r o of f o r t h e
e xi st e n c e of ei g ht- p a rtiti o n s a n d s h o w e d t h e f oll o wi n g v a ri a nt:

T h e or e m 6. 0. 2 ([B K 1 6 ]). Let 𝑔 be a m ass distri b uti o n o n R 3 . T he n t here e xists a n
ei g ht- p artiti o n (𝜋 1 , 𝑆2 , 𝐶3 ) of 𝐶 s u c h t h at t he pl a ne 𝐶 1 is per pe n di c ul ar t o b ot h 𝑘 2

a n d 𝑐 3 .

O u r fi r st r e s ult i s t h e f oll o wi n g alt e r n ati v e v e r si o n of ei g ht- p a rtiti o ni n g,
w hi c h t o t h e b e st of o u r k n o wl e d g e i s n e w:

T h e or e m 6. 0. 3. Gi ve n a m ass distri b uti o n 𝑐 i n R 3 a n d a ve ct or 𝑘 ∈ 𝑐 2 , t here e xists
a n ei g ht- p artiti o n (𝑘 1 , (︁2 , 𝑐3 ) of 𝑐 s u c h t h at t he i nterse cti o n of t he t w o pl a nes )︁ 1

a n d 𝑘 2 is a li ne i n t he dire cti o n of 𝑐 .

A s i n t h e c a s e of t h e H a m- S a n d wi c h T h e o r e m, e a c h of t h e t h r e e t h e o r e m s
a b o v e al s o i m pli e s t h e e xi st e n c e of t h e c o r r e s p o n di n g t y p e of ei g ht- p a rtiti o n
f o r fi nit e p oi nt s et s, a g ai n b y a st a n d a r d li mit a r g u m e nt ( s e e L e m m a B. 1. 1).

W e r e m a r k t h at, i n g e n e r al, 𝑓 h y p e r pl a n e s i n R 𝐺 a r e d e s c ri b e d b y 𝐻 2 i n d e p e n-
d e nt p a r a m et e r s, w hil e t h e c o n diti o n t h at 2 𝑣 o rt h a nt s h a v e e q u al m a s s c a n
b e e x p r e s s e d b y 2 𝑣 − 1 e q u ati o n s. F o r 𝑓 = 3 , t hi s l e a v e s 9 − 7 = 2 d e g r e e s of
f r e e d o m, w hi c h all o w s f o r a n y o n e of t h e a d diti o n al c o n diti o n s i m p o s e d i n
T h e o r e m s 6. 0. 1, 6. 0. 2, a n d 6. 0. 3, r e s p e cti v el y. O n t h e ot h e r h a n d, f o r 𝐺 ≥ 5 ,
w e h a v e 𝐻 2 < 2 𝐻 − 1 , s o i nt uiti v el y G r ü n b a u m’ s p r o bl e m i s o v e r c o n st r ai n e d.
A vi s [ A vi 8 4 ] m a d e t hi s p r e ci s e a n d c o n st r u ct e d e x pli cit c o u nt e r e x a m pl e s
u si n g t h e w ell- k n o w n m o me nt c ur ve 𝐺 = {( 𝑘, 𝐺 2 , . . . , 𝐺𝐾 ) : 𝑘 ∈ R } i n R 𝑘 . T h e
c r u ci al f a ct i s t h at a n y h y p e r pl a n e i nt e r s e ct s t h e m o m e nt c u r v e 𝑘 i n at m o st 𝑘
p oi nt s ([ M at 0 8 , L e m m a 1. 6. 4]). T h u s, f o r 𝑘 ≥ 5 , a m a s s di st ri b uti o n s u p p o rt e d
o n 𝐻 a d mit s n o 2 𝐻 - p a rtiti o n b e c a u s e a n y 𝐻 h y p e r pl a n e s i nt e r s e ct 𝐺 i n at m o st
𝐻 2 p oi nt s, w hi c h s u b di vi d e 𝐺 i nt o at m o st 𝐻 2 + 1 i nt e r v al s, h e n c e t h e r e a r e
al w a y s at l e a st 2 𝐻 − 𝐺 2 − 1 > 0 o rt h a nt s t h at d o n ot i nt e r s e ct 𝐺 a n d h e n c e
c o nt ai n n o m a s s. T h e l a st r e m ai ni n g c a s e 𝐻 = 4 of G r ü n b a u m’ s p r o bl e m,
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i. e., t h e q u e sti o n w h et h e r a n y m a s s di st ri b uti o n i n R 4 a d mit s a 1 6 - p a rtiti o n
b y f o u r h y p e r pl a n e s, r e m ai n s st u b b o r nl y o p e n ( s e e [ B F H 1 8 ], [D L G M M 1 9 ,
C o nj e ct u r e 7. 2], [ M at 0 8 , p p. 5 0 – 5 1], a n d [R S 2 1 , P r o bl e m 2. 1. 4] f o r m o r e
b a c k g r o u n d a n d r el at e d o p e n p r o bl e m s).

W e n o w t u r n t o t h e al g o rit h mi c q u e sti o n of c o m p uti n g ei g ht- p a rtiti o n s i n R 3 .

Pr o ble m 1 . Gi v e n a s et 𝐺 of 𝐾 p oi nt s i n R 3 , i n s u ffi ci e ntl y g e n e r al p o siti o n,
c o m p ut e t h r e e pl a n e s 𝑇 1 , 𝑛2 , 𝑌3 t h at f o r m a n ei g ht- p a rtiti o n of t h e p oi nt s.

A s n ot e d a b o v e, t h e c o r r e s p o n di n g p r o bl e m of c o m p uti n g a f o u r- p a rtiti o n
of a pl a n a r p oi nt s et c a n b e r e d u c e d t o fi n di n g a H a m- S a n d wi c h c ut of t w o
pl a n a r p oi nt s et s t h at a r e s e p a r at e d b y a li n e. M e gi d d o [ M e g 8 5 ] s h o w e d t h at
t hi s c a n b e d o n e i n li n e a r ti m e.

T o c h a r a ct e ri z e t h e c o m pl e xit y of P r o bl e m 1, w e i nt r o d u c e t h e f oll o wi n g
c o n c e pt. A h al vi n g li ne ( r e s p., h al vi n g pl a ne ) f o r a n 𝑇 - p oi nt s et i n R 2 ( r e s p.,
R 3 ) i n g e n e r al p o siti o n i s a li n e ( r e s p., pl a n e) t h at p a s s e s t h r o u g h t w o ( r e s p.,
t h r e e) of t h e p oi nt s a n d di vi d e s t h e r e m ai ni n g o n e s a s e q u all y a s p o s si bl e.
L et ℎ 2 (𝑛 ) ( r e s p., ℎ 3 (𝑃 )) d e n ot e t h e m a xi m u m n u m b e r of h al vi n g li n e s ( r e s p.,
pl a n e s) f o r a n 𝑇 - p oi nt s et i n R 2 ( r e s p., R 3 ). T h e b e st k n o w n u p p e r a n d l o w e r

b o u n d s f o r ℎ 2 (𝒖 ) a r e 𝑔 (𝜋 4 / 3 ), d u e t o D e y [D e y 9 8 ], a n d Ω (𝑆 𝐶
√

l o g 𝐶 ), d u e t o
T ót h [ T ót 0 1 ], r e s p e cti v el y. F o r ℎ 3 (𝐶 ), t h e b e st- k n o w n b o u n d s a r e a r e 𝑘 (𝑐 5 / 2 ),

d u e t o S h a ri r, S m o r o di n s k y, a n d T a r d o s [ S S T 0 1 ], a n d Ω (𝑐 2 𝑘
√

l o g 𝑐 ), d u e t o
T ót h [ T ót 0 1].

B y a r e s ult of L o, M at o u š e k, a n d St ei g e r [ L M S 9 4 , P r o p o siti o n 2], a H a m-
S a n d wi c h c ut of 𝑘 p oi nt s i n R 3 c a n b e c o m p ut e d i n ti m e (︁ ∗ ( ℎ 2 (𝑐 )) = 𝑐 ∗ ()︁ 4 / 3 )
( s e e al s o [H S 1 7 ]), w h e r e t h e 𝑘 ∗ (·)- n ot ati o n s u p p r e s s e s p ol yl o g a rit h mi c f a ct o r s.
H o w e v e r, c o m p uti n g ei g ht- p a rtiti o n s i n R 3 a p p e a r s t o b e si g ni fi c a ntl y m o r e
di ffi c ult. U nli k e t h e pl a n a r f o u r- p a rtiti o n p r o bl e m, t h e r e i s n o k n o w n w a y of
r e d u ci n g it t o t h e c o m p ut ati o n of a H a m- S a n d wi c h c ut. I n p a rti c ul a r, gi v e n
t w o pl a n e s 𝑐 1 a n d 𝑓 2 t h at f o u r- p a rtiti o n a fi nit e p oi nt s et 𝐺 i n R 3 (i n t h e
s e n s e t h at e v e r y o n e of t h e f o u r o p e n q u a d r a nt s d et e r mi n e d b y 𝐻 1 a n d 𝑣 2

c o nt ai n s at m o st |𝑣 | /4 p oi nt s), t h e r e g e n e r all y n e e d n ot e xi st a t hi r d pl a n e 𝑓 3

s u c h t h at 𝐺 1 , 𝐻2 , 𝐻3 f o r m a n ei g ht- p a rtiti o n.

W e n ot e t h at, f o r fi x e d di m e n si o n 𝐺 ≥ 3 , t h e b e st k n o w n al g o rit h m f o r
c o m p uti n g H a m- S a n d wi c h c ut s i n R 𝑘 r u n s i n ti m e 𝐺 (𝐺 𝐾 − 1 − 𝑘 𝑘 ) w h e r e 𝑘 𝑘 > 0
i s a c o n st a nt d e p e n di n g o nl y o n 𝑘 [L M S 9 4 ]. W h e n t h e di m e n si o n i s p a rt of
t h e i n p ut, a d e ci si o n v a ri a nt of t h e p r o bl e m b e c o m e s c o m p ut ati o n all y h a r d,
s e e, e. g., [ K T W 1 1].

A b r ut e-f o r c e al g o rit h m t h at c h e c k s e v e r y t ri pl e of h al vi n g pl a n e s s ol v e s
P r o bl e m 1 i n ti m e c o m p a r a bl e t o 𝐻 ( ℎ 3 (𝐻 )3 ) = 𝐻 (𝐺 1 5 / 2 ). Y a o et al. [Y D E P 8 9 ]
a n d E d el s b r u n n e r [ E d e 8 6 ] g a v e a 𝐻 (𝐺 6 )-ti m e al g o rit h m t h at c o m p ut e s a n
ei g ht- p a rtiti o n ( wit h a p r e s c ri b e d n o r m al di r e cti o n f o r o n e of t h e pl a n e s,
a s i n T h e o r e m 6. 0. 1) b y a n e x h a u sti v e s e a r c h, u si n g t h e f a ct t h at o nl y t w o
pl a n e s n e e d t o b e i d e nti fi e d. Fi xi n g o n e pl a n e a n d p e rf o r mi n g a b r ut e-f o r c e
s e a r c h f o r t h e r e m ai ni n g t w o w o ul d yi el d a n al g o rit h m wit h a r u n ni n g ti m e
c o m p a r a bl e t o 𝐻 ( ℎ 3 (𝐻 )2 ) = 𝐺 (𝐺 5 ).
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6. G r ü n b a u m m a s s p a r ti ti o ni n g p r o b l e m

H e r e, w e p r e s e nt, t o o u r k n o wl e d g e, t h e f a st e st k n o w n al g o rit h m f o r P r o b-
l e m 1. R o u g hl y s p e a ki n g, o u r al g o rit h m r u n s i n ti m e n e a r-li n e a r i n ℎ 3 (𝐺 )
r at h e r t h a n q u a d r ati c i n it. Sli g htl y m o r e p r e ci s el y, o u r al g o rit h m r u n s i n ti m e
n e a r-li n e a r i n 𝐾 ℎ 2 (𝑇 ), w hi c h i s n ot k n o w n t o b e 𝑛 ( ℎ 3 (𝑌 )), b ut f o r w hi c h t h e
b e st k n o w n u p p e r b o u n d i s st ri ctl y st r o n g e r; s e e T h e o r e m 8. 2. 1 a n d F a ct 8. 1. 2:

T h e or e m 6. 0. 4 ( Al g o rit h m). A n ei g ht- p artiti o n of 𝑇 p oi nts i n ge ner al p ositi o n
i n R 3 , wit h a pres cri be d n or m al ve ct or f or o ne of t he pl a nes, c a n be c o m p ute d i n ti me
𝑛 ∗ (𝑃 ℎ 2 (𝑇 )), he n ce 𝒖 ∗ (𝑔 7 / 3 ); here, t he 𝜋 ∗ (·)- n ot ati o n s u p presses p ol yl o g arit h mi c
f a ct ors.

O u r al g o rit h m c a n b e s e e n a s a c o n st r u cti v e v e r si o n of H a d wi g e r’ s p r o of
[H a d 6 6 ]. W e st a rt b y bi s e cti n g t h e p oi nt s et b y a pl a n e wit h a fi x e d n o r m al
di r e cti o n, w hi c h p a rtiti o n s t h e i niti al p oi nt s et i nt o t w o s u b s et s of “ r e d ” a n d
“ bl u e ” p oi nt s, r e s p e cti v el y, of e q u al si z e. Aft e r t h at, o u r al g o rit h m fi n d s t w o
m o r e pl a n e s t h at si m ult a n e o u sl y f o u r- p a rtiti o n b ot h t h e r e d a n d t h e bl u e
p oi nt s.

It r e m ai n s a n o p e n q u e sti o n w h et h e r T h e o r e m 6. 0. 2 o r o u r o w n T h e o r e m 6. 0. 3
c a n al s o b e u s e d t o o bt ai n a n e ffi ci e nt al g o rit h m f o r P r o bl e m 1. It w o ul d al s o
b e i nt e r e sti n g t o d e ci d e w h et h e r t h e r e i s a n al g o rit h m f o r P r o bl e m 1 wit h
r u n ni n g ti m e 𝑆 (𝐶 ℎ 2 (𝐶 )).
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C H A P T E R 7
Ei g ht- p artiti o ni n g li n e s wit h a fi x e d

i nt er s e cti o n dir e cti o n

7. 1 N ot ati o n a n d pr eli mi n ari e s

I n w h at f oll o w s, it will oft e n b e c o n v e ni e nt t o a s s u m e t h at t h e m a s s di st ri-
b uti o n s w e w o r k wit h h a v e c o n ne cte d s u p p ort , w h e r e t h e s u p p o rt of a m a s s
di st ri b uti o n 𝐺 i s S u p p (𝐾 ) ≔ { 𝑇 ∈ R 3 : 𝑛 (𝑌 𝑇 (𝑛 )) > 0 f o r e v e r y 𝑃 > 0 } a n d
𝑇 𝒖 (𝑔 ) d e n ot e s t h e b all of r a di u s 𝜋 > 0 c e nt r e d at 𝑆 .

B y a st a n d a r d li mit a r g u m e nt ( s e e L e m m a B. 1. 2), t h e e xi st e n c e of ei g ht-
p a rtiti o n s f o r m a s s di st ri b uti o n s wit h c o n n e ct e d s u p p o rt i m pli e s t h e e xi st e n c e
of ei g ht- p a rtiti o n s f o r t h e g e n e r al c a s e. H e r e aft e r, u nl e s s st at e d ot h e r wi s e, w e
a s s u m e, wit h o ut l o s s of g e n e r alit y, t h at e v e r y m a s s di st ri b uti o n h a s c o n n e ct e d
s u p p o rt.

W e d e n ot e t h e s c al ar pr o d u ct of t w o v e ct o r s 𝐶, 𝐶 ∈ R 3 b y 𝐶 · 𝑘 ≔
𝑐 3

𝑐= 1 𝑘 𝑐 𝑘 (︁. A
v e ct o r 𝑐 ∈ R 3 \ { 0 } a n d a s c al a r 𝑐 ∈ R d et e r mi n e a n ( a ffi n e) pl a n e

)︁ = 𝑘 𝑐 (𝑓 ) := { 𝐺 ∈ R 3 : 𝐻 · 𝑣 = 𝑣 } ,

t o g et h e r wit h a n o ri e nt ati o n of 𝑓 ( gi v e n b y t h e di r e cti o n of t h e n o r m al v e ct o r
𝐺 ). W e d e n ot e b y − 𝐻 := 𝐻 − 𝐺 ( −𝑘 ) t h e a ffi n e pl a n e wit h t h e s a m e e q u ati o n a s
𝐺 b ut wit h o p p o sit e o ri e nt ati o n. T h e o ri e nt e d pl a n e 𝐺 d et e r mi n e s t w o o p e n
h alf- s p a c e s, d e n ot e d b y

𝐾 + := { 𝑘 ∈ R 3 : 𝑘 · 𝑘 > 𝑘 } a n d 𝑘 − := { 𝐻 ∈ R 3 : 𝐻 · 𝐻 < 𝐺 } .

M o r e g e n e r all y, l et ℋ = (𝐻 1 , . . . , 𝐺𝐻 ) b e a n o r d e r e d 𝐻 -t u pl e of ( o ri e nt e d)
pl a n e s i n R 3 , 𝐺 ≤ 3 . I n w h at f oll o w s, it will b e c o n v e ni e nt t o i d e ntif y t h e s et
{ + , − } wit h t h e g r o u p Z 2 ( w h e r e t h e g r o u p o p e r ati o n i s m ulti pli c ati o n of
si g n s). El e m e nt s of { + , − } 𝐺 = Z 𝐻

2
a r e st ri n g s of si g n s of l e n gt h 𝐼 , a n d w e will

d e n ot e b y + = + · · · + t h e i d e ntit y el e m e nt of Z 𝐼
2
.

F o r 𝐺 = (𝐼 1 , . . . , 𝐻 𝐺 ) ∈ Z 𝐻
2

= { + , − } 𝐺 , w e d e fi n e t h e o pe n ort h a nt d et e r mi n e d b y

ℋ a n d 𝐻 a s 𝐺 ℋ
𝐾 := 𝐺 𝐺 1

1
∩ · · · ∩ 𝐺

𝐾 𝑧

𝑦
. Gi v e n a m a s s di st ri b uti o n 𝑅 i n R 3 , w e s a y
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t h at a n o r d e r e d 𝐺 -t u pl e ℋ = (𝐾 1 , . . . , 𝑇𝑛 ) of pl a n e s ( 𝑌 ≤ 3 ) f o r m s a 2 𝑇 - p artiti o n

of 𝑛 if e v e r y o rt h a nt c o nt ai n s 1 / 2 𝑃 of t h e m a s s, i. e., 𝑇 ( 𝒖 ℋ
𝑔 ) = 𝜋 (R 3 ) /2 𝑆 f o r

e v e r y 𝐶 ∈ { + , − } 𝐶 . F o r 𝐶 = 1 , 2 , 3 , t hi s c o r r e s p o n d s t o t h e n oti o n s of bi s e cti n g,
f o u r- p a rtiti o ni n g, a n d ei g ht- p a rtiti o ni n g 𝑘 a s m e nti o n e d i n t h e i nt r o d u cti o n.
A n al o g o u sl y, w e s a y t h at ℋ f o r m s a 2 𝑐 - p artiti o n of a fi nite p oi nt s et 𝑐 i n R 3 if

|𝑘 ∩ 𝑐 ℋ
𝑘 | ≤

|(︁ |

2 𝑐 f o r all 𝑐 .

W e will p a r a m et e ri z e o ri e nt e d pl a n e s i n R 3 b y )︁ 3 , w h e r e t h e n o rt h p ol e 𝑘 4

a n d t h e s o ut h p ol e − 𝑐 4 m a p t o t h e pl a n e at i n fi nit y wit h o p p o sit e o ri e nt ati o n s.
F o r t hi s w e e m b e d R 3 i nt o R 4 vi a t h e m a p (𝑓 1 , 𝐺2 , 𝐻3 )↦ → (𝑣 1 , 𝑣2 , 𝑓3 , 1 ). A n
o ri e nt e d pl a n e i n R 3 i s m a p p e d t o a n o ri e nt e d a ffi n e 2 - di m e n si o n al s u b s p a c e
of R 4 a n d i s e xt e n d e d ( u ni q u el y) t o a n o ri e nt e d li n e a r h y p e r pl a n e. T h e u nit
n o r m al v e ct o r o n t h e p o siti v e si d e of t h e li n e a r h y p e r pl a n e d e fi n e s a p oi nt o n
t h e s p h e r e 𝐺 3 . H e n c e, t h e r e i s a o n e-t o- o n e c o r r e s p o n d e n c e b et w e e n p oi nt s
𝐻 i n 𝐻 3 \ { 𝐺 4 , − 𝑘 4 } a n d o ri e nt e d a ffi n e pl a n e s 𝐺 𝐺 i n R 3 . T h e p o siti v e si d e of
t h e pl a n e at i n fi nit y i s R 3 f o r 𝐾 = 𝑘 4 a n d ∅ f o r 𝑘 = − 𝑘 4 . H e n c e 𝑘 +

− 𝑘 = 𝐻 −
𝐻 f o r

e v e r y 𝐻 . N ot e t h at pl a n e s at i n fi nit y c a n n ot a ri s e a s s ol uti o n s t o t h e m e a s u r e
p a rtiti o ni n g p r o bl e m, si n c e t h e y p r o d u c e e m pt y o rt h a nt s. T h e r ef o r e w e d o
n ot n e e d t o w o r r y a b o ut t h e f a ct t h at t h e s p h e r e i n cl u d e s t h e s e.

W e p a r a m et e ri z e t ri pl e s of pl a n e s ( c all e d pl a ne c o n fi g ur ati o ns ) i n R 3 b y (𝐺 3 )3 ,
a n d d e n ot e b y ℋ 𝐻 t h e t ri pl e c o r r e s p o n di n g t o 𝐺 ∈ ( 𝐻 3 )3 . Gi v e n a m a s s
di st ri b uti o n 𝐻 o n R 3 , f o r e a c h 𝐺 ∈ ( 𝐺 3 )3 a n d 𝐻 ∈ Z 2

3 \ { + } , w e s et

𝐼 𝐼 (𝐺, 𝐼 ) =
𝐻

𝐺 ∈ Z 3
2

( −1 ) 𝐻 (𝐺 ,𝐻 )𝐺 ( 𝐾 ℋ 𝐺

𝐺 ).

w h e r e 𝐺 (𝐾 , 𝑧 ) i s t h e n u m b e r of c o o r di n at e s w h e r e b ot h 𝑦 a n d 𝑅 a r e − . T h e
f u n cti o n s 𝑥 𝑦 w e r e al s o utili z e d i n t h e p r o of of T h e o r e m 6. 0. 1 i n [ Y D E P 8 9].

A s a n e x a m pl e, wit h ℋ := ℋ 𝑧 = (𝑅 1 , 𝑘2 , 𝑧3 ) a n d 𝑥 = − − + ∈ Z 3
2

\ { + } , w e
o bt ai n

𝑦 − − + ( ℋ , 𝑥 ) =
𝐴

𝑛 ∈ Z 3
2

( −1 ) 𝑥 (𝑛 ,𝐴 )𝑓 ( 𝜋 ℋ
𝑥 ) =

𝑓

𝑥 ∈ Z 3
2
: 𝜋 (𝑓 ,𝐴 )= 0

𝑛 ( 𝐵 ℋ
𝑛 ) −

𝑛

𝑛 ∈ Z 3
2
: 𝜋 (𝑛 ,𝑚 )= 1

𝜋 ( 𝑛 ℋ
𝑚 )

=
𝜋
𝜎 ( 𝜋 ℋ

+ + + ) + 𝜎 ( 𝜋 ℋ
+ + − ) + 𝜎 ( 𝑛 ℋ

− − + ) + 𝑛 ( 𝑓 ℋ
− − − )

𝜋

−
𝜋
𝑓 ( 𝜋 ℋ

− + + ) + 𝑓 ( 𝒩 ℋ
− + − ) + 𝜉 ( 𝑛 ℋ

+ − + ) + 𝑛 ( 𝒩 ℋ
+ − − )

𝑛

= 𝜋 (𝑛 +
1 ∩ 𝑚 +

2 ) + 𝜉 (𝑚 −
1 ∩ 𝜋 −

2 ) − 𝜋 (𝒩 −
1 ∩ 𝜉 +

2 ) − 𝑛 (𝜉 +
1 ∩ 𝒩 −

2 ).

W h e n 𝜉 i s cl e a r f r o m c o nt e xt, w e w rit e 𝑓 𝜉 ( ℋ ) i n st e a d of 𝑛 𝑓 ( ℋ , 𝑓 ). T h e
d e fi niti o n s of alt e r n ati n g s u m s f o r a p ai r of pl a n e s o r a si n gl e pl a n e a r e
a n al o g o u s.

T h e alt e r n ati n g s u m s h a v e t h e f oll o wi n g p r o p e rti e s w hi c h will pl a y a n
i m p o rt a nt r ol e i n t h e p r o of b el o w.

O bser v ati o n 3 . L et 𝑛 b e a m a s s di st ri b uti o n a n d fi x 𝑘 = 2 , 3 .

(i) L et 𝑔 ∈ Z 2
𝑘 − 1 \ { + } a n d l et ℋ = (𝑁 1 , . . . , 𝑁𝑓 ) b e a 𝑛 -t u pl e of pl a n e s.

T h e n 𝑓 + 𝜋 ( ℋ ) = 𝑓 𝜎 ((𝑚 2 , . . . , 𝜋𝜎 )) (t h e e q ui v al e nt st at e m e nt h ol d s f o r
a n y ot h e r e nt r y of a 𝑛 -t u pl e (𝑚 1 , · · · , 𝑓 𝐴 ) i n st e a d of j u st f o r 𝑛 1 ).
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(ii) A 𝐺 -t u pl e ℋ of pl a n e s 2 𝐾 - p a rtiti o n s if a n d o nl y if 𝑇 𝑛 ( ℋ ) = 0 f o r e v e r y

𝑌 ∈ Z 2
𝑇 \ { + } .

Pr o of. (i) Si n c e e v e r y h y p e r pl a n e h a s n ull m e a s u r e it f oll o w s t h at, f o r a n y

𝑛 ∈ Z 2
𝑃 − 1

𝑇 ( 𝒖
(𝑔 2 ,..., 𝜋𝑆 )
𝐶 ) = 𝐶 ( 𝐶 ℋ

+ 𝑘 ) + 𝑐 ( 𝑐 ℋ
− 𝑘 ).

If 𝑐 = + 𝑘 t h e n, f r o m t h e d e fi niti o n of (︁ 𝑐 , f o r a n y 𝑐 ∈ Z 2
)︁ − 1 t h e t w o o rt h a nt s

𝑘 ℋ
+ 𝑐 a n d 𝑓 ℋ

− 𝐺 a r e c o u nt e d wit h t h e s a m e si g n i n t h e s u m, t h e r ef o r e

𝐻 𝑣 ( ℋ ) =
𝑣

𝑓 ∈ Z 2
𝐺 − 1

𝐻 (𝐻 ,𝐺 )= 0

𝑘
𝐺 ( 𝐺 ℋ

+ 𝐾 ) + 𝑘 ( 𝑘 ℋ
− 𝑘 )

𝑘
−

𝑘

𝐻 ∈ Z 2
𝐻 − 1

𝐻 (𝐺 ,𝐻 )= 1

𝐺
𝐻 ( 𝐻 ℋ

+ 𝐺 ) + 𝐺 ( 𝐻 ℋ
− 𝐼 )

𝐼
= 𝐺 𝐼 ((𝐻 2 , . . . , 𝐺𝐻 )).

((ii)) It i s cl e a r t h at, if ℋ i s a 2 𝐺 - p a rtiti o n, t h e n all t h e alt e r n ati n g s u m s a r e 0 .
W e will p r o v e t h e ot h e r i m pli c ati o n.

S u p p o s e fi r st t h at 𝐻 = 1 a n d t h at ℋ = 𝐺 . T h e o nl y alt e r n ati n g s u m i s
𝐾 − (𝐺 ) = 𝐺 (𝐺 + ) − 𝐾 (𝑧 − ) a n d 𝑦 − (𝑅 ) = 0 i m pli e s t h at 𝑥 bi s e ct s 𝑦 .

S u p p o s e n o w t h at 𝑧 = 2 a n d t h at ℋ = (𝑅 1 , 𝑘2 ). B y ((i)) a n d t h e st at e m e nt f o r
a si n gl e pl a n e, 𝑧 + − ( ℋ ) = 0 a n d 𝑥 − + ( ℋ ) = 0 i m pl y t h at b ot h 𝑦 1 a n d 𝑥 2 bi s e ct.

T h e r ef o r e, if 𝐴 ≔ 𝑛 ( 𝑥 ℋ
+ + ), w e h a v e t h at

0 = 𝑛 − − ( ℋ ) = 𝐴 ( 𝑓 ℋ
+ + ) +𝜋 ( 𝑥 ℋ

− − ) −𝑓 ( 𝑥 ℋ
− + ) −𝜋 ( 𝑓 ℋ

+ − ) = 𝐴 + 𝑛 −(
1

2
− 𝐵 ) −(

1

2
− 𝑛 ) = 4 𝑛 − 1;

h e n c e 𝑛 = 1
4 a s d e si r e d.

Fi n all y, s u p p o s e t h at 𝜋 = 3 a n d t h at ℋ = (𝑛 1 , 𝑚2 , 𝜋3 ). B y ((i)) a n d t h e
st at e m e nt f o r si n gl e pl a n e s a n d f o r p ai r s of pl a n e s, w e h a v e t h at all pl a n e s

𝑛 𝑚 bi s e ct a n d all p ai r s (𝜋 𝜎 , 𝜋𝜎) f o u r- p a rtiti o n. T h e r ef o r e, if 𝜋 ≔ 𝜎 ( 𝑛 ℋ
+ + + ), w e

h a v e t h at

0 = 𝑛 − − − ( ℋ ) = 𝑓 ( 𝜋 ℋ
+ + + ) + 𝜋 ( 𝑓 ℋ

+ − − ) + 𝜋 ( 𝑓 ℋ
− + − ) + 𝒩 ( 𝜉 ℋ

− − + )

− 𝑛 ( 𝑛 ℋ
− + + ) − 𝒩 ( 𝑛 ℋ

+ − + ) − 𝜋 ( 𝑛 ℋ
+ + − ) − 𝑚 ( 𝜉 ℋ

− − − )

= 𝑚 + 𝜋 + 𝜋 + 𝒩 − (
1

4
− 𝜉 ) − (

1

4
− 𝑛 ) − (

1

4
− 𝜉 ) − (

1

4
− 𝒩 ) = 8 𝜉 − 1;

h e n c e 𝑓 = 1
8 a s cl ai m e d. □

7. 1. 1 T h e m ai n t o p ol o gi c al r e s ult

O u r g o al i s t o p r o v e t h e f oll o wi n g r e s ult, w hi c h i s a m o r e p r e ci s e st at e m e nt
of T h e o r e m 6. 0. 3:

T h e or e m 7. 1. 1. Gi ve n a m ass distri b uti o n 𝜉 a n d a dire cti o n 𝑛 ∈ 𝑓 2 , t here e xists a
tri ple ℋ = (𝑓 1 , 𝑛2 , 𝑘3 ) of orie nte d pl a nes t h at ei g ht- p artiti o n 𝑔 s o t h at t he orie nte d
dire cti o n of t he i nterse cti o n 𝑘 1 ∩ 𝑁 2 is 𝑁 .
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B y L e m m a B. 1. 2, it i s s u ffi ci e nt t o p r o v e T h e o r e m 7. 1. 1 f o r m a s s di st ri b uti o n s
wit h c o n n e ct e d s u p p o rt. W e r e q ui r e t h e f oll o wi n g t e c h ni c al l e m m a a b o ut
p a rtiti o ni n g a m a s s di st ri b uti o n o n R 2 , d u e t o Bl a g oj e vi ć a n d K a r a s e v [B K 1 6 ].
F o r c o m pl et e n e s s, t h e p r o of i s gi v e n i n A p p e n di x B. 1. 2.

L e m m a 7. 1. 1 ( F o u r- p a rtiti o ni n g a m a s s di st ri b uti o n i n R 2 [B K 1 6 ]). Let 𝐺 # be a
m ass distri b uti o n ( wit h c o n ne cte d s u p p ort) o n R 2 a n d 𝐾 ∈ 𝑇 1 . T he n t here e xists a
p air (ℓ 1 , ℓ2 ) of li nes i n R 2 t h at f o ur- p artiti o ns 𝑛 # a n d s u c h t h at 𝑌 bise cts t he a n gle
bet wee n ℓ 1 a n d ℓ 2 .

M ore o ver, if we orie nt ℓ 1 a n d ℓ 2 s o t h at ℓ 1 is i n t he first dire cti o n cl o c k wise fr o m 𝑇 ,
a n d ℓ 2 is i n t he first dire cti o n c o u ntercl o c k wise, t he orie nte d p air is u ni q ue a n d t he
li nes de pe n d c o nti n u o usl y o n 𝑛 .

Pr o of of T he ore m 7. 1. 1. Wit h o ut l o s s of g e n e r alit y, l et 𝑃 = (0 , 0 , 1 ). O u r p r o of
p r o c e e d s i n t w o st e p s. I n t h e fi r st st e p, w e c o n st r u ct a m a p Φ : 𝑇 1 × 𝒖 3 → R 4

w h o s e z e r o s c o dif y ei g ht- p a rtiti o n s of 𝑔 ; t h e n w e p r o v e t h at Φ i s e q ui v a ri a nt
wit h r e s p e ct t o a s uit a bl e c h oi c e of a cti o n s of 𝜋 := Z 4 × Z 2 o n t h e t w o
s p a c e s. I n t h e s e c o n d st e p w e s h o w t h at a n y c o nti n u o u s 𝑆 - e q ui v a ri a nt m a p
Ψ : 𝐶 1 × 𝐶 3 → R 4 h a s t o h a v e a z e r o.

St e p 1: T h e k e y st e p i n c o n st r u cti n g t h e m a p Φ i s t o s h o w t h at w e c a n
p a r a m et e ri z e p ai r s of pl a n e s t h at h a v e i nt e r s e cti o n di r e cti o n 𝐶 a n d f o u r-
p a rtiti o n 𝑘 , b y a v e ct o r i n 𝑐 1 .

W e p r oj e ct 𝑐 o nt o 𝑘 ⊥ , t h e pl a n e o rt h o g o n al t o 𝑐 , t o o bt ai n a m a s s di st ri b uti o n
𝑘 # o n R 2 . S p e ci fi c all y, i d e ntif yi n g t h e pl a n e wit h R 2 , l et (︁ ⊆ R 2 a n d s et 𝑐 × R
t o b e t h e c yli n d e r o v e r 𝑐 i n t h e )︁ - di r e cti o n. T h e n 𝑘 # (𝑐 ) = 𝑓 (𝐺 × R ).

L et 𝐻 ∈ 𝑣 1 ⊆ R 2 . B y L e m m a 7. 1. 1, t h e r e a r e t w o o ri e nt e d li n e s ℓ 1 (𝑣 ) a n d ℓ 2 (𝑓 )
(t h at w e c a n i nt e r p r et a s p oi nt s (ℓ 𝐺

1
, ℓ 𝐻

2
, 𝐻𝐺) ∈ 𝑘 2 ) i n t h e pl a n e 𝐺 ⊥ s u c h t h at

𝐺 bi s e ct s t h e a n gl e b et w e e n t h e t w o a n d ℓ 1 , ℓ2 f o u r- p a rtiti o n t h e p r oj e ct e d
m e a s u r e 𝐾 # . D e fi n e 𝑘 𝑘(𝑘 ) ≔ (ℓ 𝑘

1
(𝑘 ), ℓ 𝐻

2
(𝐻 ), 0 , 𝐻𝐺(𝐻 )) ∈ 𝐺 3 t o b e ℓ 𝐻(𝐻 ) × R t h e

( o ri e nt e d) s p a n of ℓ 𝐺(𝐺 ) a n d 𝐻 ; t h e t w o pl a n e s n o w f o u r- p a rtiti o n 𝐼 a n d h a v e
t h e d e si r e d i nt e r s e cti o n di r e cti o n.

N o w l et 𝐼 1 b e a g e n e r at o r of Z 4 × { + } ⊆ 𝐺 a n d d e fi n e it s a cti o n o n 𝐼 1 b y a
c o u nt e r cl o c k wi s e r ot ati o n b y 𝐻

2 . W e u s e 𝐺 1 · 𝐻 t o d e n ot e t h e a cti o n of 𝐺 1 o n 𝐻 .
T h e n, b y t h e u ni q u e n e s s i n L e m m a 7. 1. 1, w e h a v e t h at ( s e e Fi g u r e 7. 1):

ℓ⃗ 1 ( 𝐺 1 · 𝐾 ) = ℓ⃗ 2 (𝐺 ) a n d ℓ⃗ 2 ( 𝐺 1 · 𝐺 ) = − ℓ⃗ 1 (𝐾 ). ( 7. 1)

U si n g t hi s c o n st r u cti o n, w e c a n d e fi n e a f u n cti o n 𝑧 1 → 𝑦 3 × 𝑅 3 b y 𝑥 ↦ →
(𝑦 1 (𝑧 ), 𝑅2 (𝑘 )). It f oll o w s f r o m e q. ( 7. 1) t h at 𝑧 1 ·𝑥 i s m a p p e d t o (𝑦 2 (𝑥 ), − 𝐴 1 (𝑛 )).
T h e r ef o r e, if w e fi x t h e c o r r e s p o n di n g a cti o n 1 of Z 4 o n 𝑥 3 × 𝑛 3 , t h e m a p i s
Z 4 - e q ui v a ri a nt.

T h e g r o u p { 𝐴 } × Z 2 a ct s b y a nti p o d alit y o n 𝑓 3 ; t h e r ef o r e, if 𝜋 a ct s o n𝑥
𝑓 3 × 𝑥 3

𝜋
× 𝑓 3 c o m p o n e nt- wi s e, t h e m a p Φ : 𝐴 1 × 𝑛 3 →

𝐵
𝑛 3 × 𝑛 3

𝑛
× 𝜋 3 d e fi n e d

a s Φ (𝑛, 𝑚 ) ≔ (𝜋 1 (𝑛 ), 𝑚2 (𝜋 ), 𝜎𝜋 ) i s 𝜎 - e q ui v a ri a nt.

1 F o r m all y, f o r a n y (𝜋, 𝜎 ) ∈ 𝑛 3 × 𝑛 3 t h e g e n e r at o r 𝑓 1 of Z 4 × { + } ⊆ 𝜋 a ct s b y 𝜋 1 · (𝑓, 𝜋 ) =
( 𝑓, − 𝒩 ).
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ℓ 2 (v )

ℓ 1 (v )

v

µ #

g 1 ·

ℓ 1 (g 1 · v )

ℓ 2 (g 1 · v )

g 1 · v

µ #

Fi g u r e 7. 1: E x a m pl e of t h e a cti o n of 𝐺 1 .

B y c o n st r u cti o n, t h e fi r st t w o pl a n e s a r e al w a y s a f o u r- p a rtiti o n of t h e m a s s
di st ri b uti o n, t h e r ef o r e b y O b s e r v ati o n 3, a c o n fi g u r ati o n Φ (𝐾, 𝑇 ) i s a n ei g ht-
p a rtiti o n if a n d o nl y if t h e f o u r alt e r n ati n g s u m s wit h 𝑛 3 = − (i. e., 𝑌 = + + − ,
− + − , + − − a n d − − − ) a r e 0 .

T o c o m p ut e t h e a cti o n of 𝑇 o n t h e alt e r n ati n g s u m s, it i s e n o u g h t o s p e cif y
w h at h a p p e n s o n 𝑛 1 ( a g e n e r at o r of Z 4 × { 𝑃 } ) a n d 𝑇 2 (t h e g e n e r at o r of
{ 𝒖 } × Z 2 ). R e c alli n g t h at 𝑔 1 · Φ (𝜋, 𝑆 ) = (𝐶 2 (𝐶 ), − 𝐶 1 (𝑘 ), 𝑐𝑐 ) a n d a p pl yi n g
O b s e r v ati o n 3((i)), w e o bt ai n

𝑘 + − − ( 𝑐 1 · Φ (𝑘, (︁ )) = 𝑐 + − − ((𝑐 2 ()︁ ), − 𝑘 1 (𝑐 ), 𝑓𝐺 )) = 𝐻 − − (( −𝑣 1 (𝑣 ), 𝑓𝐺 ))

= 𝐻 ( −𝐻 1 (𝐺 )+ ∩ 𝑘 +
𝐺 ) + 𝐺 ( −𝐾 1 (𝑘 )− ∩ 𝑘 −

𝑘 ) − 𝑘 ( −𝑘 1 (𝐻 )− ∩ 𝐻 +
𝐻 ) − 𝐺 ( −𝐻 1 (𝐺 )+ ∩ 𝐻 −

𝐻 )

= 𝐺 (𝐺 1 (𝐻 )− ∩ 𝐼 +
𝐼 ) + 𝐺 (𝐼 1 (𝐻 )+ ∩ 𝐺 −

𝐻 ) − 𝐺 (𝐻 1 (𝐺 )+ ∩ 𝐾 +
𝐺 ) − 𝐺 (𝐺 1 (𝐾 )− ∩ 𝑧 −

𝑦 )

= − 𝑅 − + − (Φ (𝑥, 𝑦 ))

Si mil a r c o m p ut ati o n s i m pl y t h at, if w e a ct wit h 𝑧 1 , w e o bt ai n

𝑅 + + − ( 𝑘 1 · Φ (𝑧, 𝑥 )) = 𝑦 + + − (Φ (𝑥, 𝐴 )),

𝑛 − + − ( 𝑥 1 · Φ (𝑛, 𝐴 )) = 𝑓 + − − (Φ (𝜋, 𝑥 )), a n d

𝑓 − − − ( 𝑥 1 · Φ (𝜋, 𝑓 )) = − 𝐴 − − − (Φ (𝑛, 𝐵 )),

w hil e a cti n g wit h 𝑛 2 p r o d u c e s

𝑛 + + − ( 𝑛 2 · Φ (𝜋, 𝑛 )) = − 𝑚 + + − (Φ (𝜋, 𝑛 )),

𝑚 + − − ( 𝜋 2 · Φ (𝜎, 𝜋 )) = − 𝜎 − + − (Φ (𝜋, 𝜎 )),

𝑛 − + − ( 𝑛 2 · Φ (𝑓, 𝜋 )) = − 𝜋 + − − (Φ (𝑓, 𝜋 )), a n d

𝑓 − − − ( 𝒩 2 · Φ (𝜉, 𝑛 )) = − 𝑛 − − − (Φ (𝒩, 𝑛 )),

f o r e v e r y (𝜋, 𝑛 ) ∈ 𝑚 1 × 𝜉 3 .

Fi n all y, w e c a n c h o o s e a li n e a r 𝑚 - a cti o n o n R 4 t h at i s c o n si st e nt wit h t h e
p r e vi o u s e q u ati o n s. I n p a rti c ul a r, if w e d e fi n e

𝜋 1 · (𝜋, 𝒩, 𝜉, 𝑛 ) = (𝜉, − 𝒩, 𝜉, − 𝑓 ) a n d 𝜉 2 · (𝑛, 𝑓, 𝑓, 𝑛 ) = ( −𝑘, − 𝑔, − 𝑘, − 𝑁 ),
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7. Ei g h t- p a r ti ti o ni n g li n e s wi t h a fi x e d i n t e r s e c ti o n di r e c ti o n

t h e n t h e m a p Ψ : 𝐺 1 × 𝐾 3 → R 4 , gi v e n b y

(𝑇, 𝑛 )↦ → (𝑌 + + − (𝑇, 𝑛 ), 𝑃+ − − (𝑇, 𝒖 ), 𝑔− + − (𝜋, 𝑆 ), 𝐶− − − (𝐶, 𝐶 ))

i s 𝑘 - e q ui v a ri a nt, i. e. Ψ ( 𝑐 1 · 𝑐, 𝑘 ) = 𝑐 1 · Ψ (𝑘, (︁ ) a n d Ψ (𝑐, − 𝑐 ) = − Ψ ()︁, 𝑘 ).
B y O b s e r v ati o n 3, t h e z e r o s of Ψ a r e e x a ctl y t h e c o n fi g u r ati o n s of pl a n e s t h at
ei g ht- p a rtiti o n t h e m e a s u r e a n d h a v e t h e d e si r e d i nt e r s e cti o n p r o p e rt y.

St e p 2: S u p p o s e n o w, f o r a c o nt r a di cti o n, t h at Ψ d o e s n ot h a v e a z e r o. T hi s

m e a n s t h at it i s p o s si bl e t o d e fi n e a 𝑐 - e q ui v a ri a nt m a p Ψ : 𝑓 1 × 𝐺 3 → 𝐻 3 b y

Ψ (𝑣, 𝑣 ) ≔ Ψ (𝑓, 𝐺 )
∥ Ψ (𝐻, 𝐻 ) ∥

.

D e n ot e b y Ψ 𝐺 , f o r 𝑘 ∈ 𝐺 1 , t h e m a p Ψ 𝐺 : 𝐾 3 → 𝑘 3 , Ψ 𝑘 (𝑘 ) = Ψ (𝑘, 𝑘 ); t hi s
f u n cti o n h a s t w o k e y p r o p e rti e s:

(i) f o r a n y 𝐻 ∈ 𝐻 1 , Ψ 𝐻 i s a nti p o d al;

(ii) f o r a n y 𝐺, 𝐻 ∈ 𝐺 1 , l et 𝐻 : [0 , 1 ] → 𝐻 1 b e a p a r a m et ri z ati o n of t h e a r c
b et w e e n 𝐺 (0 ) = 𝐺 a n d 𝐻 (1 ) = 𝐼 . T h e n Ψ 𝐼 a n d Ψ 𝐺 a r e h o m ot o pi c vi a
𝐼 : 𝐻 3 × [ 0 , 1 ] → 𝐺 3 wit h 𝐻 (𝐺, 𝐻) = Ψ 𝐺 (𝐾 )(𝐺 ).

F o r a n y 𝐺 ≥ 1 , t h e g r o u p of o rt h o g o n al m at ri c e s 𝐺 (𝐾 ) c o nt ai n s e x a ctl y t w o
c o n n e ct e d c o m p o n e nt s, di sti n g ui s h e d b y t h e si g n of t h e d et e r mi n a nt. Si n c e
t h e m a p 𝑧 1 : 𝑦 3 → 𝑅 3 i s i n d u c e d b y a m at ri x wit h d et e r mi n a nt − 1 , it i s
h o m ot o pi c t o a n y ot h e r o rt h o g o n al li n e a r m a p wit h d et e r mi n a nt − 1 . I n
p a rti c ul a r, it i s h o m ot o pi c t o t h e r e fl e cti o n 𝑥 al o n g t h e l a st c o o r di n at e a n d,
t h u s, d e g ( 𝑦 1 ) = d e g (𝑧 ) = − 1 . C o m bi ni n g e v e r yt hi n g t o g et h e r w e h a v e:

d e g (Ψ 𝑅 ) = d e g (Ψ 𝑘 1 ·𝑧 ) = d e g ( 𝑥 1 · Ψ 𝑦 ) = d e g ( 𝑥 1 ) d e g (Ψ 𝐴 ) = − d e g (Ψ 𝑛 ).

H e n c e d e g (Ψ 𝑥 ) = 0 , c o nt r a di cti n g t h e B o r s u k- Ul a m t h e o r e m ( s e e [M at 0 8 ,
T h e o r e m 2. 1. 1]). □

T h e o r e m 7. 1. 1, al o n g wit h L e m m a B. 1. 1, i m m e di at el y i m pli e s t h e f oll o wi n g.

T h e or e m 7. 1. 2. Let 𝑛 ⊆ R 3 be a fi nite set of p oi nts a n d 𝐴 ∈ 𝑓 2 a fi xe d dire cti o n.
T he n t here e xists a tri ple ℋ = (𝜋 1 , 𝑥2 , 𝑓3 ) of orie nte d pl a nes t h at ei g ht- p artiti o ns
𝑥 , s o t h at t he orie nte d dire cti o n of t he i nterse cti o n 𝜋 1 ∩ 𝑓 2 is 𝐴 .
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C H A P T E R 8
A n al g orit h m f or ei g ht- p artiti o ni n g

p oi nt s i n 3 D

8. 1 L e v el s i n ar r a n g e m e nt s of pl a n e s

L et 𝐺 ⊆ R 3 b e a s et of 𝐾 p oi nt s i n g e n e r al p o siti o n. S p e ci fi c all y, w e a s s u m e
t h at t h e p oi nt s i n 𝑇 s ati sf y t h e f oll o wi n g: n o f o u r i n a pl a n e, n o t h r e e i n a
v e rti c al pl a n e, a n d n o t w o i n a h o ri z o nt al pl a n e. R e c all t h at a h al vi n g pl a ne f o r
a p oi nt s et i n R 3 i n g e n e r al p o siti o n i s a pl a n e t h at p a s s e s t h r o u g h t h r e e of
t h e p oi nt s a n d di vi d e s t h e r e m ai ni n g p oi nt s a s e q u all y a s p o s si bl e; ℎ 3 (𝑛 ) i s
t h e m a xi m u m n u m b e r of h al vi n g pl a n e s f o r a n 𝑌 - p oi nt s et i n R 3 .

T h e d u alit y t r a n sf o r m m a p s p oi nt s i n R 3 t o pl a n e s i n R 3 a n d vi c e v e r s a.
S p e ci fi c all y, t h e p oi nt 𝑇 = (𝑛 1 , 𝑃2 , 𝑇3 ) ∈ R 3 i s m a p p e d t o t h e n o n- v e rti c al
pl a n e 𝒖 ∗ : 𝑔 = 𝜋 1 𝑆 + 𝐶 2 𝐶 − 𝐶 3 i n R 3 , a n d vi c e v e r s a. S e e [H a r 1 1 , C h a pt e r 2 5. 2]
f o r st a n d a r d p r o p e rti e s of t h e d u alit y t r a n sf o r m.

L et 𝑘 b e a s et of pl a n e s i n R 3 i n g e n e r al p o siti o n. S p e ci fi c all y, w e a s s u m e
t h at t h e pl a n e s a r e n o n- v e rti c al, e v e r y t ri pl e of pl a n e s i n 𝑐 m e et s i n a u ni q u e
p oi nt, a n d n o p oi nt i n R 3 i s i n ci d e nt wit h m o r e t h a n t h r e e of t h e pl a n e s. T h e
pl a n e s i n 𝑐 p a rtiti o n R 3 i nt o a c o m pl e x of c o n v e x c ell s, c all e d t h e arr a n ge me nt
of 𝑘 a n d d e n ot e d b y 𝑐( 𝑘 ). T h e (︁ -le vel i n 𝑐( 𝑐 ) i s d e fi n e d a s t h e cl o s u r e of
t h e s et of all p oi nt s w hi c h li e o n a u ni q u e pl a n e of t h e a r r a n g e m e nt a n d h a v e
e x a ctl y )︁ − 1 pl a n e s b el o w it. N ot e t h at t h e 𝑘 -l e v el i s a pi e c e wi s e li n e a r s u rf a c e
i n R 3 w h o s e f a c e s a r e c o nt ai n e d i n pl a n e s of 𝑐 . T h e c o m ple xit y of a l e v el i s
t h e t ot al n u m b e r of v e rti c e s, e d g e s a n d f a c e s c o nt ai n e d i n t h e l e v el. W h e n
𝑓 = ⌊(| 𝐺 | + 1 ) /2 ⌋ , t h e 𝐻 -l e v el i s c all e d t h e me di a n le vel of t h e a r r a n g e m e nt.

D u alit y, 𝑣 -l e v el s, a n d c o m pl e xit y of l e v el s a r e d e fi n e d a n al o g o u sl y i n R 2 .
L et 𝑣 2 (𝑓 ) ( r e s p., 𝐺 3 (𝐻 )) b e t h e m a xi m u m c o m pl e xit y of a n y 𝐻 -l e v el i n a n
a r r a n g e m e nt of 𝐺 pl a n e s i n R 2 ( r e s p., R 3 ). It i s w ell- k n o w n t h at ℎ 2 (𝑘 ) =
Θ ( 𝐺 2 (𝐺 )) a n d t h at ℎ 3 (𝐾 ) = Θ ( 𝑘 3 (𝑘 )) ( s e e [A A H + 9 8 , T h e o r e m 3], [E d e 8 7 ,
T h e o r e m 3. 3]).

T h e m ai n o bj e ct of i nt e r e st i n b o u n di n g t h e c o m pl e xit y of o u r al g o rit h m
i s t h e i nt e r s e cti o n of m e di a n l e v el s of t w o a r r a n g e m e nt s of di sj oi nt s et s of
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8. A n a l g o ri t h m f o r ei g h t- p a r ti ti o ni n g p oi n t s i n 3 D

pl a n e s. W e fi r st s h o w t h at t h e c o m pl e xit y of t hi s i s p r o p o rti o n al t o ℎ 3 (𝐺 ), i n
t h e w o r st c a s e.

F a ct 8. 1. 1. Let ℓ (𝐾 ) be t he m a xi m u m c o m ple xit y of t he i nterse cti o n of a le vel i n
t he arr a n ge me nt 𝑇( 𝑛 ) a n d a le vel i n t he arr a n ge me nt 𝑌( 𝑇 ) of disj oi nt sets 𝑛
a n d 𝑃 of pl a nes i n R 3 , wit h 𝑇 ≔ 𝒖 ∪ 𝑔 i n ge ner al p ositi o n a n d 𝜋 ≔ |𝑆 |. T he n
ℓ (𝐶 ) = Θ ( ℎ 3 (𝐶 )).

Pr o of. L et 𝐶 b e t h e i nt e r s e cti o n of l e v el 𝑘 of 𝑐( 𝑐 ) a n d l e v el 𝑘 ′ of 𝑐( 𝑘 ). A s
t h e pl a n e s of (︁ a r e i n g e n e r al p o siti o n, 𝑐 i s ( a di sj oi nt u ni o n of) a c oll e cti o n
of ( o p e n) e d g e s a n d v e rti c e s i n 𝑐( )︁ ∪ 𝑘 ). I n f a ct, 𝑐 i s a c oll e cti o n of c y cl e s
a n d bi-i n fi nit e c u r v e s s o it s c o m pl e xit y i s a s y m pt oti c all y d et e r mi n e d b y t h e
n u m b e r of it s e d g e s.

A p oi nt o n a n e d g e of 𝑓 h a s t h e p r o p e rt y t h at it li e s o n o n e pl a n e of 𝐺 a n d
o n e pl a n e of 𝐻 , a n d h a s e x a ctl y 𝑣 + 𝑣 ′ − 2 pl a n e s of 𝑓 ∪ 𝐺 b el o w it. H e n c e 𝐻 i s
c o nt ai n e d i n t h e ( 𝐻 + 𝐺 ′ − 1 )-l e v el of 𝑘( 𝐺 ∪ 𝐺 ). It f oll o w s t h at t h e c o m pl e xit y
of 𝐾 i s b o u n d e d a b o v e b y t h e c o m pl e xit y of a l e v el i n a n a r r a n g e m e nt of 𝑘
pl a n e s, i m pl yi n g ℓ (𝑘 ) ≤ 𝑘 3 (𝑘 ) = 𝑘 ( ℎ 3 (𝐻 )). T hi s p r o v e s t h e u p p e r b o u n d.

F o r t h e l o w e r b o u n d, s u p p o s e fi r st t h at 𝐻 i s of t h e f o r m 4 𝐻 + 6 a n d l et 𝐺 ⊆ R 3

b e a s et 𝐻 / 2 = 2 𝐺 + 3 p oi nt s i n g e n e r al p o siti o n a c hi e vi n g t h e m a xi m u m
n u m b e r ℎ 3 (2 𝐻 + 3 ) of h al vi n g pl a n e s. L et 𝐻 ′ b e a c o p y of 𝐺 t r a n sl at e d b y
a s u ffi ci e ntl y s m all di st a n c e 𝐺 > 0 i n a g e n e ri c di r e cti o n. W e t h e n sli g htl y
p e rt u r b t h e p oi nt s of 𝐻 ∪ 𝐼 ′ t o e n s u r e g e n e r al p o siti o n. F o r a p oi nt 𝐼 ∈ 𝐺 , w e
d e n ot e b y 𝐼 ′ it s c o p y ( o r t wi n) i n 𝐻 ′. C o n si d e r t h e s et s 𝐺 ∗ ( r e d) a n d 𝐻 ∗ ( bl u e)
of 𝐺 p oi nt s e a c h o bt ai n e d a s f oll o w s: f o r e a c h p ai r (𝐻, 𝐺 ′), w e a s si g n o n e p oi nt
t o 𝐾 ∗ a n d t h e ot h e r t o 𝐺 ∗ u nif o r ml y a n d i n d e p e n d e ntl y at r a n d o m.

R e c all t h at a h al vi n g pl a n e i s d e fi n e d b y a t ri pl e of p oi nt s a n d di vi d e s t h e
r e m ai ni n g p oi nt s a s e v e nl y a s p o s si bl e. L et 𝐺 1 b e a h al vi n g pl a n e of 𝐺 d e fi n e d
b y a t ri pl e (𝐾, 𝑧, 𝑦 ), s o t h at 𝑅 1 h a s e x a ctl y 𝑥 p oi nt s of 𝑦 o n e a c h si d e. C o n si d e r
t h e s et 𝑧 ≔ { 𝑅, 𝑘, 𝑧, 𝑥 ′, 𝑦′, 𝑥′} . W e cl ai m t h at, wit h c o n st a nt p r o b a bilit y, t h e r e
e xi st s a pl a n e 𝐴 2 t h at p a s s e s t h r o u g h a r e d p oi nt a n d a bl u e p oi nt of 𝑛 t h at
a r e n ot t wi n s, a n d h a s p r e ci s el y o n e r e d a n d o n e bl u e p oi nt of 𝑥 o n e a c h si d e.

A s o u r p e rt u r b ati o n 𝑛 i s a r bit r a ril y s m all, 𝐴 2 p a rtiti o n s t h e r e m ai ni n g p oi nt s
of 𝑓 ∗ ∪ 𝜋 ∗ i n t h e s a m e m a n n e r a s 𝑥 1 p a rtiti o n s 𝑓 . L et 𝑥 a n d 𝜋 b e t h e s et s of
pl a n e s d u al t o p oi nt s i n 𝑓 ∗ a n d 𝐴 ∗ , r e s p e cti v el y. I n t h e d u al, t h e pl a n e 𝑛 2

c o r r e s p o n d s t o a p oi nt 𝐵 ∗
2

o n a n e d g e of t h e a r r a n g e m e nt 𝑛( 𝑛 ∪ 𝑛 ) t h at li e s
o n l e v el 𝜋 of 𝑛( 𝑚 ) a n d of 𝜋( 𝑛 ). T h e r ef o r e it li e s o n t h e c u r v e 𝑚 of i nt e r s e cti o n
of t w o 𝜋 -l e v el s a n d t hi s c u r v e c o nt ai n s all t h e p oi nt s 𝜎 ∗

2
( a s w e r a n g e o v e r

h al vi n g pl a n e s 𝜋 1 of 𝜎 ).

Si n c e di ff e r e nt h al vi n g pl a n e s c o r r e s p o n d t o p a rtiti o ni n g 𝜋 i n di ff e r e nt w a y s,
t h e pl a n e s 𝜎 2 p a rtiti o n 𝑛 ∪ 𝑛 ′ i n di ff e r e nt w a y s a n d, h e n c e, p oi nt s 𝑓 ∗

2
a ri si n g

f r o m di ff e r e nt h al vi n g pl a n e s of 𝜋 li e o n di ff e r e nt e d g e s of 𝜋( 𝑓 ∪ 𝜋 ). B y
c o n st r u cti o n, t h e n u m b e r of e d g e s of 𝑓 i s Ω ( ℎ 3 (𝒩 )) i n e x p e ct ati o n, c o m pl eti n g
t h e l o w e r b o u n d p r o of f o r 𝜉 = 4 𝑛 + 6 .

Fi n all y, f o r a g e n e r al 𝑛 , w e w rit e 𝒩 = 4 𝑛 + 6 + 𝜋 , f o r 0 ≤ 𝑛 ≤ 5 , w e a p pl y t h e
a b o v e c o n st r u cti o n t o 𝑚 − 𝜉 a n d, at t h e e n d, a d d 𝑚 pl a n e s i n g e n e r al p o siti o n
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8. 1. L e v el s i n a r r a n g e m e nt s of pl a n e s

t o t h e s et 𝐺 l yi n g a b o v e all v e rti c e s of 𝐾( 𝑇 ∪ 𝑛 ). It i s e a sil y c h e c k e d t h at t hi s
a d diti o n d o e s n ot r e d u c e t h e si z e of 𝑌 . □

N ot e, h o w e v e r, t h at i n o u r a p pli c ati o n, t h e s et s of p oi nt s 𝑇 ∗ a n d 𝑛 ∗ a r e st ri ctl y
s e p a r at e d, w hi c h i s n ot t h e c a s e i n t h e a b o v e l o w e r- b o u n d c o n st r u cti o n. W e
s h o w t h at, wit h t hi s a d diti o n al c o n st r ai nt, t h e c o m pl e xit y of 𝑃 i s 𝑇 (𝒖 ℎ 2 (𝑔 ))
a n d t h at t h e r e e xi st p ai r s of s e p a r at e d p oi nt s et s 𝜋 ∗ a n d 𝑆 ∗ t h at a c hi e v e t hi s
b o u n d.

F a ct 8. 1. 2. Let ℓ ∗ (𝐶 ) be t he m a xi m u m c o m ple xit y of t he i nterse cti o n of t w o le vels i n
𝐶( 𝐶 ) a n d 𝑘( 𝑐 ) as i n F a ct 8. 1. 1, wit h t he a d diti o n al c o nstr ai nt t h at t he d u al sets 𝑐 ∗

a n d 𝑘 ∗ are stri ctl y se p ar ate d b y a pl a ne. T he n ℓ ∗ (𝑐 ) = Θ (𝑘 ℎ 2 ((︁ )).

Pr o of. U p per b o u n d : L et 𝑐 b e t h e i nt e r s e cti o n of l e v el 𝑐 i n )︁( 𝑘 ) a n d l e v el 𝑐 ′

i n 𝑓( 𝐺 ). Wit h o ut l o s s of g e n e r alit y, w e c o n si d e r v e rti c e s of 𝐻 t h at a r e t h e
i nt e r s e cti o n of o n e pl a n e i n 𝑣 a n d t w o pl a n e s i n 𝑣 . S u c h a v e rt e x h a s 𝑓 − 1
pl a n e s of 𝐺 a n d eit h e r 𝐻 − 1 o r 𝐻 − 2 pl a n e s of 𝐺 b el o w it.

W e w o r k wit h t h e d u al p oi nt s et s 𝑘 ∗ ( r e d) a n d 𝐺 ∗ ( bl u e), st ri ctl y s e p a r at e d b y
t h e pl a n e 𝐺 . H e r e, a v e rt e x a s a b o v e c o r r e s p o n d s t o a pl a n e p a s si n g t h r o u g h
o n e r e d p oi nt a n d t w o bl u e p oi nt s, wit h 𝐾 − 1 r e d p oi nt s a n d 𝑘 − 1 o r 𝑘 − 2
bl u e p oi nt s a b o v e it. W e c o u nt all s u c h pl a n e s 𝑘 𝑘 p a s si n g t h r o u g h a fi x e d r e d
p oi nt 𝑘 ∈ 𝐻 ∗ .

L et 𝐻 ′ b e a s et of p oi nt s o bt ai n e d b y r a di all y p r oj e cti n g p oi nt s of 𝐻 ∗ o nt o 𝐺
wit h c e nt e r 𝐻 . L et ℓ 𝐺 b e t h e li n e 𝐻 ∩ 𝐻 𝐺 . Si n c e 𝐺 ∗ a n d 𝐻 ∗ a r e s e p a r at e d b y 𝐼 ,
ℓ 𝐼 h a s 𝐺 − 1 o r 𝐼 − 2 p oi nt s of 𝐻 ′ o n o n e si d e of it. H e n c e, t h e d u al of ℓ 𝐺 i s a
v e rt e x o n l e v el 𝐻 ( o r it s c o m pl e m e nt) i n t h e pl a n a r a r r a n g e m e nt of t h e d u al
of 𝐺 ′ i n 𝐻 . T h e r ef o r e, t h e r e a r e at m o st 2 𝐺 2 (|𝐾

′|) c h oi c e s f o r t h e pl a n e 𝐺 𝐺 , a n d
at m o st |𝐺 | · 2 𝐾 2 (|𝑧 |) = 𝑦 (𝑅 ℎ 2 (𝑥 )) s u c h pl a n e s o v e r all.

Pl a n e s p a s si n g t h r o u g h e x a ctl y o n e bl u e p oi nt a n d t w o r e d p oi nt s a r e h a n dl e d
s y m m et ri c all y, c o m pl eti n g t h e p r o of of t h e u p p e r b o u n d.

L o wer b o u n d : O n c e a g ai n, it i s s u ffi ci e nt t o m a k e t h e a r g u m e nt f o r 𝑦 of t h e
f o r m 4 𝑧 + 3 f o r a p o siti v e i nt e g e r 𝑅 ; t h e g e n e r al c a s e i s h a n dl e d a s i n t h e
l o w e r b o u n d p r o of of F a ct 8. 1. 1. C o n si d e r a s et 𝑘 ∗ of 2 𝑧 + 2 p oi nt s r e ali zi n g
ℎ 2 (2 𝑥 + 2 ) l yi n g i n t h e 𝑦 𝑥 - pl a n e, s c al e d t o fit i n t h e r e ct a n gl e (0 , 1 ) × (0 , 𝐴 ), f o r
a s u ffi ci e ntl y s m all 𝑛 > 0 .

L et 𝑥 ∗ b e a s et of 2 𝑛 + 1 p oi nt s e q u all y s p a c e d o n a u nit ci r cl e i n t h e pl a n e
𝐴 = 0 , c e nt r e d at t h e o ri gi n, s o t h at n o p oi nt li e s i n t h e 𝑓 𝜋 - pl a n e. N ot e t h at
𝑥 ∗ a n d 𝑓 ∗ a r e s e p a r at e d b y t h e pl a n e 𝑥 = 𝜋 , f o r a s u ffi ci e ntl y s m all 𝑓 > 0 .

B y m a ki n g 𝐴 s m all e n o u g h, w e c a n e n s u r e t h at a n y h al vi n g li n e of 𝑛 ∗ p a s s e s
a r bit r a ril y cl o s e t o t h e o ri gi n. I n p a rti c ul a r, a n y p ai r of a h al vi n g li n e of 𝐵 ∗

a n d a p oi nt of 𝑛 ∗ d e fi n e a h al vi n g pl a n e t h at p a s s e s t h r o u g h t w o p oi nt s of 𝑛 ∗

a n d o n e of 𝑛 ∗ , a n d h a s e x a ctl y 2 𝜋 p oi nt s of 𝑛 ∗ ∪ 𝑚 ∗ o n e a c h si d e. T h e n u m b e r
of s u c h h al vi n g pl a n e s i s (2 𝜋 + 1 ) ℎ 2 (2 𝑛 + 2 ) = Ω (𝑚 ℎ 2 (𝜋 )). Fi n all y, t h e p oi nt s of
𝜎 ∗ ∪ 𝜋 ∗ c a n b e p e rt u r b e d t o s ati sf y t h e g e n e r al p o siti o n a s s u m pti o n wit h o ut
r e d u ci n g t hi s n u m b e r.
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S o w e h a v e c o n st r u ct e d t w o s e p a r at e d s et s of p oi nt s 𝐺 ∗ a n d 𝐾 ∗ wit h t h e
p r o p e rt y t h at t h e r e a r e Ω (𝑇 ℎ 2 (𝑛 )) h al vi n g pl a n e s s p a n n e d b y t h r e e of t h e
p oi nt s t h at si m ult a n e o u sl y bi s e ct b ot h s et s. T h e l o w e r b o u n d f oll o w s b y
c o n si d e ri n g t h e d u al s et s 𝑌 a n d 𝑇 . □

8. 2 T h e al g orit h m

W e c a n d e d u c e t h e e xi st e n c e of ei g ht- p a rtiti o n s of a fi nit e p oi nt s et 𝑛 ⊂ R 3 of
a c e rt ai n a d v a nt a g e o u s f o r m f r o m T h e o r e m 6. 0. 1.

O bser v ati o n 4 . L et 𝑃 > 0 b e a n i nt e g e r a n d 𝑇 ⊆ R 3 b e a s et of 𝒖 = 8 𝑔 + 7 p oi nt s
i n g e n e r al p o siti o n. T h e n, t h e r e e xi st s a t ri pl e of pl a n e s (𝜋 1 , 𝑆2 , 𝐶3 ) t h at
ei g ht- p a rtiti o n s 𝐶 wit h t h e f oll o wi n g p r o p e rti e s:

(i) 𝐶 1 i s h o ri z o nt al (i. e., p a r all el t o t h e 𝑘 𝑐 - pl a n e) a n d p a s s e s t h r o u g h t h e
𝑐 - m e di a n p oi nt of 𝑘 . Fr o m h e r e o n, w e r ef e r t o t h e 4 𝑐 + 3 p oi nt s t h at li e
b el o w ( r e s p., a b o v e) 𝑘 1 a s re d ( r e s p., bl ue ) p oi nt s a n d d e n ot e t h e s et s (︁
( r e s p. 𝑐 ).

(ii) 𝑐 2 a n d )︁ 3 e a c h c o nt ai n e x a ctl y t h r e e p oi nt s, a n d e a c h o p e n o ct a nt
c o nt ai n s e x a ctl y 𝑘 p oi nt s.

(iii) 𝑐 2 , 𝑓3 e a c h bi s e ct 𝐺 a n d 𝐻 , a n d t h e p ai r (𝑣 2 , 𝑣3 ) f o u r- p a rtiti o n s b ot h 𝑓
a n d 𝐺 . F u rt h e r m o r e, 𝐻 2 a n d 𝐻 3 c o nt ai n at l e a st o n e p oi nt of e a c h c ol o r.

Pr o of. Si n c e t h e s et 𝐺 ≔ {( 𝑘 1 , 𝐺2 , 𝐺3 ) : 𝐾 1 i s h o ri z o nt al} ⊂ ( 𝑘 3 )3 i s c o m p a ct,
b y T h e o r e m 6. 0. 1 a n d L e m m a B. 1. 1, t h e r e e xi st s a c o n fi g u r ati o n ℋ ∞ =
(𝑘 1 , 𝑘2 , 𝑘3 ) t h at ei g ht- p a rtiti o n s t h e p oi nt s et wit h 𝑘 1 h o ri z o nt al. Al o n g
wit h t h e g e n e r al p o siti o n a s s u m pti o n, t hi s i m pli e s t h at 𝐻 1 c o nt ai n s o nl y t h e
𝐻 - m e di a n p oi nt. T hi s p r o v e s ((i)).

T o s e e ((ii)), n ot e t h at a n y ei g ht- p a rtiti o n h a s at m o st 𝐻 p oi nt s of 𝐺 i n e a c h of
t h e ei g ht o p e n o ct a nt s, o n e p oi nt i n 𝐻 1 , a n d at m o st t h r e e p oi nt s i n e a c h of
𝐺 2 a n d 𝐻 3 , b y g e n e r al p o siti o n, f o r a t ot al of at m o st 8 𝐻 + 1 + 2 · 3 = 8 𝐺 + 7 = 𝐺
p oi nt s. S o, i n f a ct, all t h e i n e q u aliti e s a r e e q u aliti e s: t h e r e m ust b e e x a ctl y 𝐻
p oi nt s i n e a c h o p e n q u a d r a nt a n d e x a ctl y t h r e e p oi nt s of 𝐼 ∪ 𝐼 i n e a c h of 𝐺 2

a n d 𝐼 3 .

It r e m ai n s t o s h o w ((iii)). B y t h e p r e c e di n g p a r a g r a p h, it i s st r ai g htf o r w a r d
t o s e e t h at (𝐻 2 , 𝐺3 ) f o u r- p a rtiti o n s b ot h 𝐻 a n d 𝐺 . B y C o r oll a r y B. 1. 1, w e h a v e
t h at a n y p ai r (𝐻 𝐺 , 𝐾𝐺) f o u r- p a rtiti o n s 𝐺 . Si n c e (𝐺 1 , 𝐾2 ) f o u r- p a rtiti o n s 𝑧 , e a c h
q u a d r a nt f o r m e d b y (𝑦 1 , 𝑅2 ) h a s at m o st ⌈( 8 𝑥 + 7 ) /4 ⌉ = 2 𝑦 + 1 p oi nt s. 𝑧 1 h a s
4 𝑅 + 3 p oi nt s o n e a c h si d e. H e n c e, w e o bt ai n t h at 𝑘 2 bi s e ct s 𝑧 a n d 𝑥 , a n d, i n
p a rti c ul a r, c o nt ai n s at l e a st o n e p oi nt of e a c h c ol o r. A s y m m et ri c a r g u m e nt
s h o w s t h at 𝑦 3 bi s e ct s b ot h 𝑥 a n d 𝐴 , a n d c o nt ai n s at l e a st o n e p oi nt of e a c h
c ol o r. T hi s c o m pl et e s t h e p r o of. □

T h e or e m 8. 2. 1 ( C o m p ut ati o n of a n ei g ht- p a rtiti o n). Let 𝑛 ⊆ R 3 be a set of
𝑥 > 0 p oi nts i n ge ner al p ositi o n a n d 𝑛 ∈ 𝐴 2 . A n ei g ht- p artiti o n (𝑓 1 , 𝜋2 , 𝑥3 ) of 𝑓 ,
wit h 𝑥 bei n g t he n or m al ve ct or of 𝜋 1 , c a n be c o m p ute d i n ti me 𝑓 ∗ (𝐴 + ℓ ∗ (𝑛 )).
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Re m ar k 4 . Si n c e ℓ ∗ (𝐺 ) = Θ (𝐾 ℎ 2 (𝑇 )) = 𝑛 (𝑌 7 / 3 ) b y F a ct 8. 1. 2, w e c a n c o m p ut e
a n ei g ht- p a rtiti o n i n ti m e 𝑇 ∗ (𝑛 7 / 3 ).

T h e r e st of t hi s s e cti o n i s d e v ot e d t o t h e p r o of of T h e o r e m 8. 2. 1. W e a s s u m e,
wit h o ut l o s s of g e n e r alit y, t h at 𝑃 = 𝑇 3 = (0 , 0 , 1 ) i s t h e v e rti c al v e ct o r, s o 𝒖 1

i s r e q ui r e d t o b e h o ri z o nt al. If 𝑔 ≤ 7 , t h e st at e m e nt h ol d s t ri vi all y — s et 𝜋 1

t o b e t h e h o ri z o nt al pl a n e c o nt ai ni n g a n y p oi nt of 𝑆 , a n d 𝐶 2 , 𝐶3 t o c o nt ai n
at m o st t h r e e di sti n ct p oi nt s e a c h, s o t h at t h e o ct a nt s d o n ot c o nt ai n a n y
p oi nt s. Fr o m h e r e o n, w e will a s s u m e t h at 𝐶 = 8 𝑘 + 7 , f o r a n i nt e g e r 𝑐 > 0 . If
𝑐 i s n ot of t hi s f o r m, w e m a y a d d d u m m y p oi nt s t o 𝑘 (i n g e n e r al p o siti o n)
u ntil t h e n u m b e r of p oi nt s i s of t h e r e q ui r e d f o r m a n d r u n t h e al g o rit h m.
O n c e t h e al g o rit h m t e r mi n at e s, w e di s c a r d t h e d u m m y p oi nt s, r e s ulti n g i n
a n ei g ht- p a rtiti o n wit h at m o st 𝑐 p oi nt s i n e a c h o ct a nt.

W e n o w d e s c ri b e t h e al g o rit h m t o c o n st r u ct a n ei g ht- p a rtiti o n of 𝑘 s ati sf yi n g
t h e p r o p e rti e s i n O b s e r v ati o n 4. L et (︁ 1 b e t h e h o ri z o nt al pl a n e c o nt ai ni n g
t h e 𝑐 - m e di a n p oi nt of 𝑐 , a n d, wit h o ut l o s s of g e n e r alit y, i d e ntif y )︁ 1 wit h t h e
𝑘 𝑐 - pl a n e. N o w c o n si d e r t h e s et s 𝑓 a n d 𝐺 of 4 𝐻 + 3 p oi nt s e a c h l yi n g b el o w
a n d a b o v e, r e s p e cti v el y, 𝑣 1 . W e f u rt h e r a s s u m e, wit h o ut l o s s of g e n e r alit y,
t h at 𝑣 i s c o nt ai n e d i n t h e h alf- s p a c e 𝑓 < 0 a n d 𝐺 i s c o nt ai n e d i n t h e h alf- s p a c e
𝐻 > 0 . Ot h e r wi s e, si n c e n o p oi nt i n 𝐻 ∪ 𝐺 h a s 𝑘 = 0 b y t h e g e n e r al p o siti o n
a s s u m pti o n, t h e r e e xi st s a pl a n e 𝐺 c o nt ai ni n g t h e 𝐺 - a xi s a n d wit h s u ffi ci e ntl y
s m all n e g ati v e sl o p e i n t h e 𝐾 di r e cti o n s u c h t h at all r e d p oi nt s a r e b el o w 𝑘
a n d all bl u e p oi nt s a r e a b o v e 𝑘 . A p pl yi n g a g e n e ri c s h e e r t r a n sf o r m ati o n ( s o
a s n ot t o vi ol at e t h e g e n e r al p o siti o n a s s u m pti o n) t h at fi x e s t h e 𝑘 𝑘 - pl a n e a n d
m a p s 𝑘 t o t h e pl a n e 𝐻 = 0 , w e o bt ai n p oi nt s et s wit h t h e r e q ui r e d p r o p e rti e s.

L et 𝐻 ∗ = { 𝐻 ∗ : 𝐺 ∈ 𝐻 } b e t h e s et of r e d pl a n e s d u al t o p oi nt s i n 𝐺 a n d s et
𝐻( 𝐻 ) := 𝐺( 𝐺 ∗ ) t o b e t h e a r r a n g e m e nt f o r m e d b y t h e s et 𝐻 ∗ . T h e s et of bl u e
pl a n e s 𝐼 ∗ a n d t h e bl u e a r r a n g e m e nt 𝐼( 𝐺 ) a r e d e fi n e d a n al o g o u sl y. W e will
w rit e 𝐼 ≔ 𝐻( 𝐺 ∪ 𝐻 ) f o r t h e a r r a n g e m e nt f o r m e d b y t h e pl a n e s i n 𝐺 ∗ ∪ 𝐻 ∗ .
F o r a ( d u al) p oi nt 𝐺 ∈ R 3 , w e s et 𝐾 +

𝐺 , 𝐺−𝐺 ⊆ 𝐾 ∗ t o b e t h e s et of r e d pl a n e s l yi n g
st ri ctl y a b o v e a n d b el o w 𝑧 , r e s p e cti v el y. F o r a p ai r 𝑦, 𝑅 of ( d u al) p oi nt s, p ut

𝑥 (𝑦, 𝑧 ) ≔ |𝑅 +
𝑘 ∩ 𝑧 +

𝑥 | − |𝑦 +
𝑥 ∩ 𝐴 −

𝑛 | − |𝑥 −
𝑛 ∩ 𝐴 +

𝑓 | + |𝜋 −
𝑥 ∩ 𝑓 −

𝑥 |.

T h e s et s 𝜋 +
𝑓 , 𝐴−𝑛 ⊆ 𝐵 ∗ a n d t h e f u n cti o n 𝑛 (𝑛, 𝑛 ) a r e d e fi n e d a n al o g o u sl y f o r 𝜋 ∗ .

L et 𝑛 b e t h e i nt e r s e cti o n of t h e m e di a n l e v el s of 𝑚( 𝜋 ) a n d 𝑛( 𝑚 ). L et 𝜋 b e
t h e c o m pl e xit y, i. e., t h e n u m b e r of v e rti c e s a n d e d g e s, of 𝜎 . B y t h e f oll o wi n g
l e m m a, w e h a v e t h at 𝜋 i s a c o n n e ct e d 𝜎 - m o n ot o n e p ol y g o n al c u r v e a n d i s a n
alt e r n ati n g s e q u e n c e of e d g e s a n d v e rti c e s of 𝜋 t e r mi n at e d b y h alf-li n e s.

L e m m a 8. 2. 1. 𝜎 is a c o n ne cte d 𝑛 - m o n ot o ne c ur ve.

Pr o of. R e c all t h at 𝑛 li e s i n t h e q u a d r a nt 𝑓 < 0 , 𝜋 < 0 a n d 𝜋 li e s i n t h e q u a d r a nt
𝑓 > 0 , 𝜋 > 0 . H e n c e, t h e d u al pl a n e s i n 𝑓 ∗ a n d 𝒩 ∗ h a v e e q u ati o n s of t h e f o r m
𝜉 = 𝑛 𝑛 + 𝒩 𝑛 + 𝜋 wit h 𝑛 < 0 a n d 𝑚 > 0 , r e s p e cti v el y.

C o n si d e r t h e i nt e r s e cti o n of 𝜉 ∗ ∪ 𝑚 ∗ wit h t h e pl a n e Π 𝜋 : 𝜋 = 𝒩 . T h e i nt e r s e cti o n
of t h e pl a n e 𝜉 = 𝑛 𝜉 + 𝒩 𝜉 + 𝑓 i s t h e li n e 𝜉 = 𝑛 𝑓 + ( 𝑓 𝑛 + 𝑘 ), s o pl a n e s i n 𝑔 ∗

c o r r e s p o n d t o li n e s wit h n e g ati v e sl o p e a n d pl a n e s i n 𝑘 ∗ c o r r e s p o n d t o li n e s
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wit h p o siti v e sl o p e. I n p a rti c ul a r, t h e m e di a n l e v el s of li n e s c o r r e s p o n di n g t o
𝐺 ∗ a n d 𝐾 ∗ a r e g r a p h s of pi e c e wi s e-li n e a r t ot al f u n cti o n s t h at a r e d e c r e a si n g
a n d i n c r e a si n g, r e s p e cti v el y. It f oll o w s t h at t h e t w o c u r v e s i nt e r s e ct e x a ctl y
o n c e. T hi s i nt e r s e cti o n p oi nt c o r r e s p o n d s t o t h e i nt e r s e cti o n of 𝑇 wit h t h e
pl a n e Π 𝑛 .

B y g e n e r al p o siti o n, 𝑌 i s a u ni o n of v e rt e x- di sj oi nt c y cl e s a n d bi-i n fi nit e p at h s
c o m p o s e d of e d g e s a n d v e rti c e s of 𝑇 , si n c e i n ci d e nt t o e v e r y v e rt e x of 𝑛
c o nt ai n e d i n 𝑃 a r e p r e ci s el y t w o e d g e s b el o n gi n g t o 𝑇 . B y m o n ot o ni cit y i n 𝒖 ,
𝑔 m u st b e a si n gl e bi-i n fi nit e c h ai n. □

I n f a ct, 𝜋 c a n b e c o m p ut e d e ffi ci e ntl y u si n g st a n d a r d t o ol s [ A M 9 5 , C h a 1 0 ],
w hi c h w e o utli n e n o w.

L e m m a 8. 2. 2 ( C o m p uti n g t h e i nt e r s e cti o n of t w o l e v el s [A M 9 5 , C h a 1 0 ]). T he
i nterse cti o n c ur ve 𝑆 of t he me di a n le vel of 𝐶( 𝐶 ) a n d t he me di a n le vel of 𝐶( 𝑘 ) c a n
c o m p ute d i n ti me 𝑐 ∗ (𝑐 + 𝑘 ), w here 𝑐 is t he c o m ple xit y of t he c ur ve a n d 𝑘 ∗ (·)
n ot ati o n hi des p ol yl o g arit h mi c f a ct ors.

Pr o of. W e u s e t h e st a n d a r d d y n a mi c d at a st r u ct u r e f o r r a y- s h o oti n g q u e ri e s
i n t h e i nt e r s e cti o n of h alf- s p a c e s; t h e c u r r e ntl y f a st e st al g o rit h m i s d u e t o
C h a n [ C h a 1 0], s e e al s o e a rli e r w o r k of A g a r w al a n d M at o u š e k [ A M 9 5].

A st a rti n g r a y of (︁ c a n b e c o m p ut e d b y c o m p uti n g t h e i nt e r s e cti o n of t h e
m e di a n l e v el s i n t h e v e rti c al pl a n e Π 𝑐 : 𝑐 = )︁ f o r a s m all e n o u g h 𝑘 , d e fi n e d a s
i n t h e p r o of of L e m m a 8. 2. 1, i n li n e a r ti m e, u si n g a n al g o rit h m of M e gi d d o
[ M e g 8 5].

C o n si d e r a p oi nt 𝑐 o n t h e i niti al e d g e of 𝑓 (i n fi nit e i n t h e − 𝐺 - di r e cti o n). It
li e s o n o n e pl a n e of 𝐻 ∈ 𝑣 a n d o n e pl a n e 𝑣 ′ ∈ 𝑓 . L et ℓ b e t h e i nt e r s e cti o n li n e
of 𝐺 a n d 𝐻 ′, a n d c o n si d e r t h e h alf li n e 𝐻 of ℓ st a rti n g at 𝐺 a n d i n fi nit e i n t h e
+ 𝑘 - di r e cti o n. T h e pl a n e s of 𝐺 ∪ 𝐺 ( b e si d e s 𝐾 a n d 𝑘 ′) a r e cl a s si fi e d i nt o t h o s e
l yi n g a b o v e 𝑘 a n d t h o s e l yi n g b el o w it. C all t h e fi r st s et 𝑘 a n d t h e s e c o n d 𝑘 .
W e p r e p r o c e s s t h e i nt e r s e cti o n of t h e s et of l o w e r h alf- s p a c e s d e fi n e d b y t h e
pl a n e s of 𝑘 a n d t h e i nt e r s e cti o n of t h e s et of u p p e r h alf- s p a c e s d e fi n e d b y
t h e pl a n e s of 𝐻 f o r d y n a mi c r a y s h o oti n g a n d s h o ot wit h 𝐻 . T h e e a rli e r of
t h e t w o i nt e r s e cti o n s i d e nti fi e s t h e fi r st pl a n e 𝐻 2 of (𝐺 ∪ 𝐻 ) \ {𝐺 , 𝐻 ′} t h at 𝐻
m e et s. T hi s i s t h e n e xt v e rt e x of 𝐺( 𝐺 ∪ 𝐻 ) o n 𝐼 ; 𝐼 t u r n s h e r e. If 𝐺 2 b el o n g s t o
𝐼 , 𝐻 n o w f oll o w s t h e i nt e r s e cti o n li n e of 𝐺 2 a n d 𝐻 ′. Ot h e r wi s e it f oll o w s t h e
i nt e r s e cti o n li n e of 𝐺 a n d 𝐻 2 . P a st t h e i nt e r s e cti o n, t h e s et s 𝐺 a n d 𝐾 n e e d t o
b e u p d at e d a n d w e c o nti n u e, f oll o wi n g t h e n e xt r a y, u ntil w e t r a c e all of 𝐺 .

T h e o nl y c o st b e si d e s t h e i niti al c o m p ut ati o n of 𝐺 a r e i d e ntif yi n g 𝐺 a n d 𝐾 i n
𝑧 (𝑦 ) ti m e, i niti ali zi n g t h e d y n a mi c st r u ct u r e, i n 𝑅 ∗ (𝑥 ) ti m e, a n d p e rf o r mi n g
t w o r a y s h ot s a n d 𝑦 (1 ) u p d at e s o n 𝑧 a n d 𝑅 p e r v e rt e x of 𝑘 , e a c h at a c o st of
𝑧 ∗ (1 ). □

N ote. A s w e c o n st r u ct 𝑥 , w e c a n st o r e it a s a s e q u e n c e of v e rti c e s a n d e d g e s.
E a c h e d g e i s a s s o ci at e d wit h t h e r e d- bl u e p ai r of pl a n e s c o nt ai ni n g it. A n
e n d p oi nt of a n e d g e i s c o nt ai n e d i n a n a d diti o n al pl a n e. F o r e a c h c o n s e c uti v e
e d g e / v e rt e x p ai r (𝑦, 𝑥 ), i n eit h e r di r e cti o n, w e r e c o r d w hi c h n e w pl a n e
c o nt ai n s 𝐴 t o g et h e r wit h it s c ol o r.
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8. 2. T h e al g o rit h m

W e n o w r et u r n t o t h e c o m p ut ati o n of t h e ei g ht- p a rtiti o n (𝐺 1 , 𝐾2 , 𝑇3 ). B y t h e
g e n e r al p o siti o n a s s u m pti o n, 𝑛 2 a n d 𝑌 3 c a n n ot b e v e rti c al, s o 𝑇 2 a n d 𝑛 3

c o r r e s p o n d t o v e rti c e s i n 𝑃 , b y O b s e r v ati o n 4. Wit h t h e a b o v e s et u p, w e c a n
r ef o r m ul at e t h e p r o bl e m of c o m p uti n g 𝑇 2 a n d 𝒖 3 a s f oll o w s.

Cl ai m 1 ( T h e d u al alt e r n ati n g si g n f u n cti o n s) . C o m p uti n g 𝑔 2 a n d 𝜋 3 i s
e q ui v al e nt t o i d e ntif yi n g a p ai r of v e rti c e s 𝑆, 𝐶 ∈ 𝐶 s u c h t h at 𝐶 (𝑘, 𝑐 ) =
𝑐 (𝑘, 𝑐 ) = 0 .

Pr o of. B y O b s e r v ati o n 4((ii)), t h e ei g ht- p a rtiti o n (𝑘 1 , (︁2 , 𝑐3 ) h a s e x a ctl y 𝑐
p oi nt s i n e a c h of t h e ei g ht o p e n o ct a nt s. S etti n g )︁ ≔ 𝑘 ∗

2
a n d 𝑐 ≔ 𝑓 ∗

3
, w e

o bt ai n t h at |𝐺 ±
𝐻 ∩ 𝑣 ±

𝑣 | = |𝑓 ±
𝐺 ∩ 𝐻 ±

𝐻 | = 𝐺 f o r all c o m bi n ati o n s of si g n s. T h e r ef o r e

𝑘 (𝐺, 𝐺 ) = 𝐾 (𝑘, 𝑘 ) = 0 , a s cl ai m e d.

W e n o w a r g u e t h e ot h e r di r e cti o n. L et 𝑘, 𝑘 ∈ 𝑘 b e v e rti c e s s u c h t h at
𝐻 (𝐻, 𝐻 ) = 𝐺 (𝐻, 𝐺 ) = 0 . Si n c e 𝐻 a n d 𝐻 li e o n 𝐺 , 𝐺 2 ≔ 𝐻 ∗ a n d 𝐼 3 ≔ 𝐼 ∗ bi s e ct
b ot h 𝐺 a n d 𝐼 a n d c o nt ai n e x a ctl y t h r e e p oi nt s e a c h, at l e a st o n e of e a c h c ol o r.
H e n c e, it s u ffi c e s t o s h o w t h at (𝐻 2 , 𝐺3 ) i s a f o u r- p a rtiti o n of b ot h 𝐻 a n d 𝐺 , i. e.,
|𝐻 ±

𝐺 ∩ 𝐾 ±
𝐺 |, |𝐺 ±

𝐺 ∩ 𝐾 ±
𝑧 | ≤ 𝑦 f o r all c o m bi n ati o n s of si g n s. I n d e e d, t hi s i m pli e s

t h at e a c h o ct a nt f o r m e d b y (𝑅 1 , 𝑥2 , 𝑦3 ) c o nt ai n s e x a ctl y 𝑧 p oi nt s, c o m pl eti n g
t h e p r o of.

L et 𝑅 𝑘 ≔ |𝑧 +
𝑥 ∩ 𝑦 +

𝑥 |, 𝐴 𝑛 ≔ |𝑥 +
𝑛 ∩ 𝐴 −

𝑓 |, 𝜋 𝑥 ≔ |𝑓 −
𝑥 ∩ 𝜋 +

𝑓 |, a n d 𝐴 𝑛 ≔ |𝐵 −
𝑛 ∩ 𝑛 −

𝑛 |.
D e fi n e 𝜋 𝑛 , 𝑚𝜋 , 𝑛𝑚 , 𝜋𝜎 a n al o g o u sl y f o r t h e bl u e pl a n e s. Wit h o ut l o s s of g e n e r alit y,
f o r a c o nt r a di cti o n, s u p p o s e 𝜋 𝜎 > 𝜋 .

W e fi r st c o n si d e r t h e c a s e 𝜎 𝑛 ≥ 𝑛 + 2 . Si n c e 𝑓 li e s o n t h e m e di a n l e v el of
𝜋( 𝜋 ), w e h a v e 𝑓 𝜋 + 𝑓 𝒩 ≤ | 𝜉 +

𝑛 | = 2 𝑛 + 1 , i m pl yi n g 𝒩 𝑛 ≤ 𝜋 − 1 . Si mil a rl y, si n c e

𝑛 li e s o n t h e m e di a n l e v el of 𝑚( 𝜉 ), w e h a v e 𝑚 𝜋 ≤ 𝜋 − 1 . R e c all t h at, b y
a s s u m pti o n, 𝒩 (𝜉, 𝑛 ) = 𝜉 𝒩 + 𝜉 𝑓 − 𝜉 𝑛 − 𝑓 𝑓 = 0 , i m pl yi n g 𝑛 𝑘 = 𝑔 𝑘 + 𝑁 𝑁 − 𝑓 𝑛 ≤ 𝑓 − 4 .
H e n c e, 𝜋 𝑓 + 𝜎 𝑚 + 𝜋 𝜎 + 𝑛 𝑚 ≤ 4 𝑓 − 4 , s o 𝐴 a n d 𝑛 t o g et h e r a r e c o nt ai n e d i n
4 𝐵 + 3 − ( 𝑖 𝑖 + 𝑘 𝑓 + 𝑥 𝑥 + 𝑛 𝑔 ) ≥ 7 r e d pl a n e s, c o nt r a di cti n g t h e g e n e r al p o siti o n
a s s u m pti o n.

W e m a y n o w a s s u m e 𝑥 𝑖 = 𝑥 + 1 . F oll o wi n g t h e s a m e r e a s o ni n g w e o bt ai n
𝑖 𝑘 ≤ 𝑓 , 𝑘 𝐶 ≤ 𝐾 , a n d 𝐺 𝐻 = 𝐺 𝐻 + 𝜉 𝐺 − 𝐻 𝐺 ≤ 𝐻 − 1 . T hi s i m pli e s 𝛼 𝑚 + 𝛼 𝛼 + 𝑓 𝑛 + 𝒵 𝛼 ≤ 4 𝑛 ,
a n d, i n p a rti c ul a r, t h at ∑︁ a n d 𝛼 t o g et h e r a r e c o nt ai n e d i n at l e a st 3 r e d pl a n e s.
N o w c o n si d e r t h e bl u e pl a n e s a n d n ot e t h at 𝑖 𝑛 + 𝛾 𝑆 + 𝑌 𝒵 + 𝑑 𝑑 ≤ 4 𝑑 — t hi s i s
cl e a r if e a c h of s et s 𝑥 ±

𝑖 ∩ 𝑑 ±
𝑥 c o nt ai n s at m o st 𝑖 bl u e pl a n e s, ot h e r wi s e it f oll o w s

b y t h e s a m e a r g u m e nt a s a b o v e. H e n c e, 𝜈 a n d 𝑥 t o g et h e r a r e c o nt ai n e d i n
4 𝑖 + 3 − ( 𝑑 𝑥 + 𝑖 𝜈 + 𝑥 𝑖 + 𝑑 (︁ ) ≥ 3 bl u e pl a n e s.

B y O b s e r v ati o n 4((ii)), 𝑥 a n d 𝑖 a r e c o nt ai n e d i n at m o st 6 pl a n e s of 𝜈 ∗ ∪ 𝑥 ∗ .
C o m bi n e d wit h t h e a r g u m e nt a b o v e, t hi s i m pli e s 𝑖 a n d 𝜈 t o g et h e r a r e
c o nt ai n e d i n e x a ctl y 3 pl a n e s of e a c h c ol o r. It f oll o w s t h at 𝑥 𝑖 + 𝑥 𝑖 + 𝜈 𝑥 + 𝑖 𝑥 =
𝑖 𝜈 + 𝑥 𝑖 + )︁ 𝑑 + 𝑥 𝑖 = 4 𝑑 , w hi c h, b y t h e a s s u m pti o n 𝑥 𝑖 = 𝑘 + 1 , i m pli e s 𝑏 𝑟 = 𝑐 𝑟 = 𝑘
a n d 𝑑 𝑟 = 𝑘 − 1 . Si n c e |𝑅 −

𝑝 | = 2 𝑘 + 1 a n d 𝑏 𝑟 + 𝑑 𝑟 = 2 𝑘 − 1 , t h e r e a r e e x a ctl y 2 r e d

pl a n e s c o nt ai ni n g 𝑞 b el o w 𝑝 . Si mil a rl y, si n c e |𝑅 −
𝑞 | = 2 𝑘 + 1 a n d 𝑏 𝑟 + 𝑑 𝑟 = 2 𝑘 − 1 ,

t h e r e a r e e x a ctl y 2 r e d pl a n e s c o nt ai ni n g 𝑝 b el o w 𝑞 . B ut t h e n 𝑝 a n d 𝑞 a r e
c o nt ai n e d i n a t ot al of 4 r e d pl a n e s, a c o nt r a di cti o n.

T hi s e x h a u st s all p o s si biliti e s a n d, h e n c e, |𝑅 ±
𝑝 ∩ 𝑅 ±

𝑞 |, |𝐵 ±
𝑝 ∩ 𝐵 ±

𝑞 | ≤ 𝑘 f o r all
c o m bi n ati o n s of si g n s, c o m pl eti n g t h e p r o of. □
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8. A n a l g o ri t h m f o r ei g h t- p a r ti ti o ni n g p oi n t s i n 3 D

T o s u m m a ri z e, o n c e w e c o n st r u ct 𝐺 i n ti m e 𝐾 ∗ (𝑇 + 𝑛 ), t o c o m p ut e a n
ei g ht- p a rtiti o n, it i s s u ffi ci e nt, b y Cl ai m 1, t o fi n d t w o v e rti c e s 𝑌, 𝑇 ∈ 𝑛
s ati sf yi n g 𝑃 (𝑇, 𝒖 ) = 𝑔 (𝜋, 𝑆 ) = 0 . I n p a rti c ul a r, it i s p o s si bl e t o c o n st r u ct
a n ei g ht- p a rtiti o n b y e n u m e r ati n g all t h e Θ (𝐶 2 ) p ai r s of v e rti c e s i n 𝐶 ; t h e
e x a ct r u n ni n g ti m e d e p e n d s o n h o w e ffi ci e ntl y o n e c a n c h e c k c a n di d at e
p ai r s. B el o w, w e d e s c ri b e h o w t o r e d u c e t h e a m o u nt of r e m ai ni n g w o r k t o
𝐶 ((𝑘 + 𝑐 ) l o g 𝑐 ).

S p e e d u p F o r si m pli cit y of l at e r c al c ul ati o n s, w e o ri e nt 𝑘 i n t h e 𝑐 -
di r e cti o n ( w hi c h i s p o s si bl e b y L e m m a 8. 2. 1) a n d vi e w it a s a n alt e r n ati n g
s e q u e n c e of e d g e s a n d v e rti c e s, st a rti n g a n d e n di n g wit h a h alf-li n e. W e
d e n ot e t h e s e el e m e nt s b y 𝑘 1 , (︁2 , . . . , 𝑐𝑐 . R e c all t h at t h e g o al i s t o i d e ntif y
)︁, 𝑘 ∈ [ 𝑐 ] s o t h at 𝑓 𝐺 , 𝐻𝑣 a r e v e rti c e s a n d 𝑣 (𝑓 𝐺 , 𝐻𝐻) = 𝐺 (𝑘 𝐺 , 𝐺𝐾) = 0 .

W e e xt e n d t h e d e fi niti o n of 𝑘, 𝑘 a s f oll o w s. If 𝑘 𝑘 , 𝑘𝐻 a r e b ot h e d g e s, w e pi c k
a r bit r a r y p oi nt s 𝐻 a n d 𝐻 i n t h e o p e n e d g e s 𝐺 𝐻 a n d 𝐺 𝐻, r e s p e cti v el y, a n d s et
𝐻 (𝐺 𝐺 , 𝐻𝐼) ≔ 𝐼 (𝐺, 𝐼 ) a n d 𝐻 (𝐺 𝐻 , 𝐺𝐻) ≔ 𝐺 (𝐾, 𝐺 ); t h e c a s e s w h e r e 𝐺 𝐺 i s a n e d g e o r
𝐾 𝑧 i s a n e d g e, b ut n ot b ot h, a r e h a n dl e d a n al o g o u sl y. N ot e t h at s p e cif yi n g t h e
( o p e n) e d g e s c o nt ai ni n g 𝑦 a n d 𝑅 i s s u ffi ci e nt t o d et e r mi n e 𝑥 a n d 𝑦 , h e n c e
t h e d e fi niti o n i s u n a m bi g u o u s. D e fi n e 𝑧 : [𝑅 ]2 → Z 2 b y

𝑘 (𝑧, 𝑥) ≔ (𝑦 (𝑥 𝐴 , 𝑛𝑥), 𝑛(𝐴 𝑓 , 𝜋𝑥)).

Wit h t hi s s et u p, o u r g o al i s t o i d e ntif y a p oi nt (𝑓, 𝑥) ∈ [𝜋 ]2 ( c o r r e s p o n di n g t o
a p ai r of v e rti c e s o n 𝑓 ) s u c h t h at 𝐴 (𝑛, 𝐵) = 0 .

W e d e fi n e a gri d c ur ve 𝑛 t o b e a s e q u e n c e of p oi nt s (𝑛1 , 𝑛1 ), . . . , (𝜋𝑛 , 𝑚𝜋 ) i n Z 2 s u c h
t h at (𝑛ℓ + 1 , 𝑚ℓ + 1 ) ∈ {(𝜋ℓ , 𝜎ℓ ), (𝜋ℓ ± 1 , 𝜎ℓ ), (𝜋ℓ , 𝜎ℓ ± 1 ) } f o r e a c h ℓ ∈ [ 𝑛 − 1 ]. I n w o r d s, a
g ri d c u r v e i s a w al k i n Z 2 w hi c h, at e a c h st e p, d o e s n ot m o v e at all o r m o v e s
b y e x a ctl y o n e u nit u p / d o w n /l eft / ri g ht. A c u r v e i s cl ose d if (𝑛1 , 𝑓1 ) = (𝜋𝜋 , 𝑓𝜋 ).
A g ri d c u r v e i s si m ple if n o n- c o n s e c uti v e p oi nt s a r e di sti n ct ( w e t hi n k of t h e
st a rt a n d e n d p oi nt s a s c o n s e c uti v e) — s o t h e c u r v e d o e s n ot r e vi sit a p oi nt
aft e r it m o v e s a w a y f r o m t h e p oi nt.

T o e a c h g ri d c u r v e 𝑓 , w e a s s o ci at e a pi e c e wi s e li n e a r c u r v e 𝒩 i n R 2 , c o n si sti n g
of li n e s e g m e nt s c o n n e cti n g c o n s e c uti v e p oi nt s (𝜉ℓ , 𝑛ℓ ), (𝑛ℓ + 1 , 𝒩ℓ + 1 ) of 𝑛 f o r

e a c h ℓ ∈ [ 𝜋 − 1 ]. F o r a c u r v e 𝑛 n ot p a s si n g t h r o u g h t h e o ri gi n 0 , t h e wi n di n g

n u m b e r 𝑚 (𝜉 ) a b o ut 0 i s d e fi n e d i n t h e st a n d a r d w a y. Sli g htl y a b u si n g

n ot ati o n, w e s et 𝑚 (𝜋 ) := 𝜋 (𝒩 ). I n p a rti c ul a r, p r o vi d e d 𝜉 mi s s e s t h e o ri gi n,

𝑛 (𝜉 ) = 𝒩 (𝜉 ) =

⎧⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪
⎩

0 if 𝑓 d o e s n ot wi n d a r o u n d 0 ,

𝜉 > 0 if 𝑛 wi n d s a r o u n d 0 𝑓 ti m e s c o u nt e r cl o c k wi s e,

𝑓 < 0 if 𝑛 wi n d s a r o u n d 0 − 𝑘 ti m e s cl o c k wi s e.

W e o mit t h e ri g o r o u s d e fi niti o n of 𝑔 (𝑘 ) a s a c o nt o u r i nt e g r al i n t h e c o m pl e x
pl a n e si n c e it d o e s n ot a d d t o t h e di s c u s si o n a n d, i n st e a d, r ef e r t h e r e a d e r t o
[ K r a 9 9, C h a pt e r 4. 4. 4].

O u r al g o rit h m p r o c e e d s a s f oll o w s:
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8. 2. T h e al g o rit h m

St e p 1 S et 𝐺 ≔ 𝐾 ( s e e D e fi niti o n 8. 2. 1). If 𝑇 (𝑛 ) m e et s 0 , t h e n st o p — w e h a v e

f o u n d a p oi nt t h at m a p s t o 0 ( s e e L e m m a 8. 2. 4). Ot h e r wi s e 𝑌 (𝑇 ) h a s
o d d wi n di n g n u m b e r, b y L e m m a 8. 2. 5.

St e p 2 C o n st r u ct t w o si m pl e cl o s e d c u r v e s 𝑛 1 , 𝑃 2 s o t h at ( a) 𝑇 = 𝒖 1 + 𝑔 2 , ( b) at
l e a st o n e of 𝜋 (𝑆 1 ), 𝐶 (𝐶 2 ) h a s o d d wi n di n g n u m b e r ( u nl e s s t h e y m e et

0 ), ( c) t h e r e gi o n s e n cl o s e d b y 𝐶 1 a n d 𝑘 2 p a rtiti o n t h e r e gi o n e n cl o s e d

b y 𝑐 , a n d ( d) t h e a r e a e n cl o s e d b y e a c h of 𝑐 1 , 𝑘 2 i s a f r a cti o n of t h at

e n cl o s e d b y 𝑐 ( s e e L e m m a 8. 2. 7).

St e p 3 If 𝑘 ((︁ 1 ) o r 𝑐 (𝑐 2 ) m e et s 0 , t h e n st o p — w e f o u n d a p oi nt t h at m a p s t o 0 ,
b y L e m m a 8. 2. 4.

St e p 4 C o m p ut e )︁ (𝑘 (𝑐 1 )) a n d 𝑓 (𝐺 (𝐻 2 )), a n d r e pl a c e 𝑣 wit h t h e o n e wit h t h e
o d d wi n di n g n u m b e r. G ot o St e p St e p 2.

W e n o w p r o c e e d t o fill i n t h e d et ail s, st a rti n g wit h t h e d e fi niti o n of t h e i niti al
c u r v e 𝑣 .

D e fi niti o n 8. 2. 1 ( T h e t ri a n g ul a r g ri d c u r v e 𝑓 ). T h e si m pl e cl o s e d g ri d c u r v e
𝐺 t r a v e r s e s a tri a n g ul ar p at h d e fi n e d a s f oll o w s:

• St a rti n g wit h t h e b ott o m h o ri z o nt al si d e of t h e g ri d [𝐻 ]2 , 𝐻 t r a v e r s e s
t h e p oi nt s

(𝐺 1 , 𝑘1 ), (𝐺 2 , 𝐺1 ), . . . , (𝐾 𝑘 , 𝑘1 ),

• c o nti n ui n g al o n g t h e ri g ht v e rti c al si d e of t h e g ri d [𝑘 ]2 al o n g t h e p oi nt s

(𝑘 𝑘 , 𝐻1 ), (𝐻 𝐻 , 𝐺2 ), . . . , (𝐻 𝐺 , 𝐻𝐻 ),

• fi n all y, t r a v e r si n g b a c k di a g o n all y al o n g

(𝐺 𝐺 , 𝐻𝐼 ), (𝐼 𝐺 − 1 , 𝐼𝐻 ), (𝐺 𝐻 − 1 , 𝐺𝐻 − 1 ), (𝐺 𝐾 − 2 , 𝐺𝐺 − 1 ), . . . , (𝐺 1 , 𝐾2 ), (𝑧 1 , 𝑦1 ).

Al o n g t h e di a g o n al si d e of 𝑅 , w e a r e r e all y o nl y i nt e r e st e d i n p oi nt s of t h e
f o r m (𝑥 ℓ , 𝑦ℓ ) wit h ℓ ∈ [ 𝑧 ]. H o w e v e r, si n c e t hi s d o e s n’t gi v e a g ri d c u r v e, w e
“ p at c h ” it u p b y i nt r o d u ci n g i nt e r m e di at e p oi nt s. F o rt u n at el y, t hi s d o e s n ot
c h a n g e t h e d e si r e d p r o p e rti e s of 𝑅 .

L e m m a 8. 2. 3. If 𝑘 is a gri d c ur ve, t he n 𝑧 (𝑥 ) is a gri d c ur ve. M ore o ver, if 𝑦 h as
alre a d y bee n c o m p ute d, 𝑥 (𝐴 ) c a n be c o m p ute d i n ti me 𝑛 (𝑥 + | 𝑛 |).

Pr o of. C o n si d e r a st e p i n 𝐴 f r o m (𝑓 𝜋 , 𝑥𝑓) t o (𝑥 𝜋+ 1 , 𝑓𝐴), w h e r e 𝑛 𝐵 i s a n e d g e of
𝑛 a n d 𝑛 𝑛+ 1 i s a v e rt e x. T h e n 𝜋 𝑛+ 1 i s c o nt ai n e d i n t h e pl a n e s t h at c o nt ai n 𝑚 𝜋

a n d o n e a d diti o n al pl a n e 𝑛 . S u p p o s e, wit h o ut l o s s of g e n e r alit y, t h at 𝑚 i s
r e d. T hi s m e a n s t h at t h e c a r di n alit y of o n e of t h e s et s 𝜋 ±

𝜎 c h a n g e s b y o n e.
H e n c e, t h e c a r di n alit y of 𝜋 ±

𝜎 ∩ 𝜋 ±
𝜎 , f o r e a c h c o m bi n ati o n of si g n s, c h a n g e s b y

at m o st o n e — if 𝑛 c o nt ai n s 𝑛 , n ot hi n g c h a n g e s. It f oll o w s t h at t h e f u n cti o n
𝑓 c h a n g e s b y at m o st o n e, a n d t h e f u n cti o n 𝜋 r e m ai n s u n c h a n g e d.
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8. A n a l g o ri t h m f o r ei g h t- p a r ti ti o ni n g p oi n t s i n 3 D

N ot e t h at, u p t o s y m m et r y, o nl y o n e s u c h t r a n siti o n o r it s r e v e r s e o c c u r s i n a
si n gl e st e p of 𝐺 . W e’ v e s h o w n t h at e a c h st e p c a u s e s eit h e r 𝐾 o r 𝑇 ( b ut n ot
b ot h) t o c h a n g e b y at m o st o n e, a n d, h e n c e, 𝑛 (𝑌 ) i s a g ri d c u r v e.

T h e c o m p ut ati o n c a n b e c a r ri e d o ut i n c o n st a nt ti m e p e r i n ci d e nt e d g e- v e rt e x
p ai r of 𝑇 , si n c e 𝑛 h a s b e e n al r e a d y c o m p ut e d, aft e r a 𝑃 (𝑇 )-ti m e i niti ali z ati o n
t h at c o m p ut e s 𝒖, 𝑔 at a n a r bit r a r y st a rti n g p oi nt of 𝜋 b y b r ut e f o r c e. □

L e m m a 8. 2. 3 i m m e di at el y i m pli e s t h e f oll o wi n g.

L e m m a 8. 2. 4. If 𝑆 (𝐶 ) meets 0 , t he n s o me p oi nt of 𝐶 is m a p pe d t o 0 .

A k e y p r o p e rt y of t h e t ri a n g ul a r g ri d c u r v e 𝐶 i s t h e f oll o wi n g.

L e m m a 8. 2. 5. If 0 ∉ 𝑘 (𝑐 ), t he n 𝑐 (𝑘 ) is o d d.

Pr o of. L et 𝑐 ≔ 4 𝑘 + 2 , a n d l et (︁, 𝑐, 𝑐 b e t h e i m a g e s ( u n d e r )︁ ) of t h e
h o ri z o nt al, v e rti c al, di a g o n al si d e s of 𝑘 , r e s p e cti v el y. N ot e t h at 𝑐 (𝑓 ) i s t h e
c o n c at e n ati o n of 𝐺, 𝐻, a n d 𝑣 i n t h at o r d e r.

O b s e r v e t h at if 𝑣 = 𝑓 = 𝐺 𝐻 wit h 𝐻 ∈ [ 𝐺 ], t h e n |𝑘 +
𝐺 ∩ 𝐺 −

𝐾 | = |𝑘 −
𝑘 ∩ 𝑘 +

𝑘 | = 0 .

H e n c e, 𝑘 (𝐻 𝐻 , 𝐻𝐺) ∈ {4 𝐻 + 1 , 4 𝐺 + 2 } d e p e n di n g o n w h et h e r 𝐻 𝐻 i s c o nt ai n e d
i n o n e o r t w o r e d pl a n e s. Si mil a rl y, 𝐺 (𝐺 𝐻 , 𝐼𝐼) ∈ {4 𝐺 + 1 , 4 𝐼 + 2 } . H e n c e
𝐻 (𝐺 𝐻 , 𝐺𝐻) ∈ {(𝐺, 𝐾 ), (𝐺 − 1 , 𝐺 − 1 ) } a n d, i n p a rti c ul a r, 𝐺 (𝐾 𝑧 , 𝑦𝑅) = (𝑥, 𝑦 ) if 𝑧 𝑅

i s a n e d g e. Al o n g wit h L e m m a 8. 2. 3, t hi s i m pli e s t h at t h e g ri d c u r v e 𝑘 i s
a cl o s e d w al k o n t h e p oi nt s i n { 𝑧 − 2 , 𝑥 − 1 , 𝑦, 𝑥 + 1 } 2 \ { 0 } st a rti n g a n d
e n di n g at t h e p oi nt (𝐴, 𝑛 ).

N oti n g t h at 𝑥 1 a n d 𝑛 𝐴 a r e h alf-li n e s c o nt ai n e d i n t h e s a m e r e d pl a n e, a n d
t h at e v e r y r e d pl a n e t h at li e s a b o v e 𝑓 1 li e s b el o w 𝜋 𝑥 a n d vi c e v e r s a, w e o bt ai n
𝑓 (𝑥 𝜋 , 𝑓1 ) = ( −𝐴, − 𝑛 ). H e n c e, 𝐵 i s a g ri d c u r v e f r o m t h e p oi nt (𝑛, 𝑛 ) t o
( −𝑛, − 𝜋 ) a n d 𝑛 i s a g ri d c u r v e f r o m t h e p oi nt ( −𝑚, − 𝜋 ) t o (𝑛, 𝑚 ).

T h e di s c u s si o n a b o v e i m pli e s t h at 𝜋 (𝜎 ) i s e q u al t o t h e wi n di n g n u m b e r of t h e
c o n c at e n ati o n of 𝜋 a n d 𝜎 . W e a r g u e b el o w t h at 𝜋 i s t h e i m a g e of 𝜎 u n d e r a
r ot ati o n b y 1 8 0 ° a r o u n d t h e o ri gi n, i. e., t h e m a p (𝑛, 𝑛 )↦ → ( −𝑓, − 𝜋 ). Si n c e, b y
a s s u m pti o n, n eit h e r 𝜋 n o r 𝑓 c o nt ai n 0 , t h e c o n c at e n ati o n of 𝜋 a n d 𝑓 h a s
o d d wi n di n g n u m b e r a s cl ai m e d.

S p e ci fi c all y, w e n e e d t o s h o w t h at 𝒩 (𝜉 𝑛 , 𝑛1 ) = − 𝒩 (𝑛 𝜋 , 𝑛𝑚). Si n c e 𝜉 i s s y m m et ri c
i n t h e t w o a r g u m e nt s, it s u ffi c e s t o s h o w t h at 𝑚 (𝜋 1 , 𝜋𝒩) = − 𝜉 (𝑛 𝜉 , 𝒩𝜉). A s
m e nti o n e d b ef o r e, e v e r y pl a n e t h at li e s a b o v e 𝑓 1 li e s b el o w 𝜉 𝑛 a n d vi c e v e r s a.
T h at i s, 𝑓 +

𝑓 1
= 𝑛 −

𝑘 𝑔
a n d 𝑘 −

𝑁 1
= 𝑁 +

𝑓 𝑛
, a n d si mil a rl y 𝑓 +

𝜋 1
= 𝑓 −

𝜎 𝑚
a n d 𝜋 −

𝜎 1
= 𝑛 +

𝑚 𝑓
.

T h e cl ai m i s n o w o b vi o u s f r o m t h e d e fi niti o n of t h e f u n cti o n s 𝐴 a n d 𝑛 . □

L e m m a 8. 2. 6. If 𝐵 (𝑖 (𝑖 )) is o d d, t he n t here is a p oi nt (𝑘, 𝑓) ∈ Z 2 e n cl ose d b y 𝑥
wit h 𝑥 (𝑛, 𝑔) = 0 .

Pr o of. A gri d s q u are 𝑥 i s a si m pl e cl o s e d g ri d c u r v e of t h e f o r m

(𝑖, 𝑥), (𝑖 + 1 , 𝑘), (𝑓 + 1 , 𝑘 + 1 ), (𝐶, 𝐾 + 1 ), (𝐺, 𝐻)
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π ( i, j ) π ( i + 1 , j)

π ( i + 1 , j + 1 )π ( i, j + 1 )

π ( i, j ) π ( i + 1 , j + 1 )

π ( i, j + 1 )

π ( i + 1 , j)
π ( i + 1 , j)π ( i + 1 , j + 1 )

π ( i, j )

π ( i, j + 1 )

π ( i, j ) π ( i + 1 , j)

π ( i + 1 , j + 1 )

π ( i, j + 1 )

(i + 1 , j)

(i + 1 , j + 1)

(i, j )

(i, j + 1)

π ( i, j ) π ( i + 1 , j)

π ( i + 1 , j + 1 )π ( i, j + 1 )

Fi g u r e 8. 1: U p t o s y m m et ri e s, t h e di ff e r e nt p o s si biliti e s f o r t h e i m a g e u n d e r 𝐺
of a g ri d s q u a r e 𝐾 , w hi c h i s al w a y s al w a y s a g ri d c u r v e i n Z 2 , b y L e m m a 8. 2. 3.
N ot e t h at t h e i m a g e c a n n ot h a v e o d d wi n di n g n u m b e r.

wit h (𝑇, 𝑛) ∈ Z 2 . A s q u are i s 𝑌 f o r s o m e g ri d s q u a r e 𝑇 . If t h e r e i s a g ri d s q u a r e

𝑛 e n cl o s e d b y 𝑃 s u c h t h at 𝑇 (𝒖 ) m e et s 0 , t h e n w e a r e d o n e b y L e m m a 8. 2. 4.

Ot h e r wi s e, n ot e t h at 𝑔 (𝜋 ) i s t h e s u m of t h e i m a g e s of t h e c o r r e s p o n di n g
s q u a r e s. H e n c e, t h e r e i s a g ri d s q u a r e 𝑆 wit h 𝐶 (𝐶 (𝐶 )) o d d. B y L e m m a 8. 2. 3,
𝑘 (𝑐 ) i s a g ri d c u r v e. B y e n u m e r ati n g all p o s si biliti e s ( s e e Fi g. 8. 1), w e
c o n cl u d e t h at 𝑐 (𝑘 (𝑐 )) c a n n ot b e o d d. □

N e xt, w e s h o w h o w t o d e c o m p o s e a c u r v e 𝑘 . W e r e st ri ct o u r att e nti o n t o
“t r a p e z oi d al ” c u r v e s: S u c h a c u r v e i s t h e b o u n d a r y of t h e i nt e r s e cti o n of t h e
r e gi o n b o u n d e d b y t h e i niti al t ri a n gl e (︁ wit h a g ri d- ali g n e d r e ct a n gl e. T hi s
p r o p e rt y i s m ai nt ai n e d i n d u cti v el y.

L e m m a 8. 2. 7. Gi ve n a tr a pe z oi d al c ur ve 𝑐 w h ose i m a ge misses 0 , wit h 𝑐 ()︁ (𝑘 ))
o d d, we c a n c o nstr u ct t w o tr a pe z oi d al c ur ves 𝑐 1 a n d 𝑓 2 s o t h at

(i) t he re gi o n 𝐺 s urr o u n de d b y 𝐻 is p artiti o ne d i nt o re gi o n 𝑣 1 s urr o u n de d b y 𝑣 1

a n d re gi o n 𝑓 2 s urr o u n de d b y 𝐺 2 .

(ii) a r e a (𝐻 1 ), a r e a (𝐻 2 ) ≤ 𝐺 · a r e a (𝑘 ), f or a n a bs ol ute c o nst a nt 𝐺 < 1 .

(iii) eit her 0 is i n t he i m a ge of 𝐺 1 a n d 𝐾 2 or 𝑘 (𝑘 (𝑘 )) = 𝑘 (𝑘 (𝐻 1 )) + 𝐻 (𝐻 (𝐺 2 )).

Pr o of. W e al r e a d y n ot e d t h at t h e i m a g e of a g ri d s q u a r e c a n n ot h a v e o d d
wi n di n g n u m b e r, t h e r ef o r e 𝐻 i s n ot a g ri d s q u a r e. A s l o n g a s 𝐺 i s at l e a st t w o
u nit s hi g h, di vi d e it b y a h o ri z o nt al g ri d c h o r d i nt o t w o n e a r- e q u al- h ei g ht
pi e c e s (t h at i s, t h e t w o p a rt s h a v e e q u al h ei g ht, o r t h e l o w e r o n e i s o n e s m all e r)
p r o d u ci n g t w o r e gi o n s 𝐻 1 a n d 𝐻 2 . T h e c u r v e s 𝐺 1 a n d 𝐺 2 a r e t h e b o u n d a ri e s
of t h e r e gi o n s ( r ef e r t o Fi g. 8. 2). If t h e h ei g ht of 𝐻 i s o n e, p e rf o r m a si mil a r
p a rtiti o n b y a v e rti c al c h o r d i nt o t o n e a r- e q u al- wi dt h pi e c e s.

P r o p e rt y ((i)) i s s ati s fi e d b y c o n st r u cti o n. If t h e i m a g e of t h e n e w c h o r d
mi s s e s 0 , t h e n b ot h 𝐼 1 a n d 𝐼 2 a v oi d 0 a n d p r o p e rt y ((iii)) f oll o w s f r o m t h e
p r o p e rti e s of t h e wi n di n g n u m b e r o n t h e pl a n e. Fi n all y, a n e a s y c al c ul ati o n
s h o w s t h at, if t h e s plit h ei g ht / wi dt h i s e v e n, t h e n e a c h p a rt c o nt ai n s at m o st
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C

C 1

C 2

T

(x 1 , x1 )

(x m , xm )

Fi g u r e 8. 2: C u r v e 𝐺 ; t h e bl u e r e gi o n i s b o u n d e d b y 𝐾 1 , a n d t h e r e d b y 𝑇 2 ,
wit h t h e h o ri z o nt al di vi di n g c h o r d d r a w n d a s h e d.

3 / 4 of t h e o ri gi n al a r e a; t hi s f r a cti o n c a n ri s e t o 5 / 6 if 𝑛 h a s o d d wi dt h o r
l e n gt h (t h e e xt r e m e c a s e i s a c hi e v e d at wi dt h /l e n gt h of t h r e e), w hi c h p r o v e s
p r o p e rt y ((ii)). □

L e m m a 8. 2. 8. Gi ve n a si m ple cl ose d gri d c ur ve 𝑌 i n [𝑇 ]2 we c a n deter mi ne w het her
𝑛 (𝑃 ) c o nt ai ns a zer o. If n ot, we c a n c o m p ute 𝑇 (𝒖 (𝑔 )), all i n ti me 𝜋 (|𝑆 | + 𝐶 ).

Pr o of. B y L e m m a 8. 2. 3, w e c a n t r a c e 𝐶 (𝐶 ) st e p b y st e p a n d, i n p a rti c ul a r,
d et e ct w h et h e r 0 ∈ 𝑘 (𝑐 ). S o s u p p o s e t hi s i s n ot t h e c a s e.

C o n si d e r t h e ( o p e n) r a y 𝑐 f r o m t h e o ri gi n di r e ct e d t o t h e ri g ht i n Z 2 . T o

d et e r mi n e t h e wi n di n g n u m b e r of t h e c u r v e 𝑘 (𝑐 ) n ot p a s si n g t h r o u g h t h e
o ri gi n, it’ s s u ffi ci e nt t o c o u nt h o w m a n y ti m e s t h e c u r v e c r o s s e s t h e r a y 𝑘 . W e

c a n c o m p ut e t h e n u m b e r of ti m e s (︁ (𝑐 ) c r o s s e s 𝑐 b y c o m p uti n g )︁ f o r e v e r y
v e rt e x of 𝑘 i n o r d e r a n d c o u nti n g t h e n u m b e r of ti m e s (𝑐, 0 ) o c c u r s al o n g it,
wit h 𝑓 > 0 .

A s 𝐺 (𝐻 ) m a y p a rti all y o v e rl a p 𝑣 , w e n e e d t o c h e c k w h et h e r 𝑣 (𝑓 ) a r ri v e s at
(𝐺, 0 ) wit h 𝐻 > 0 f r o m b el o w t h e 𝐻 - a xi s a n d ( p o s si bl y aft e r st a yi n g o n t h e
a xi s f o r a w hil e) d e p a rt s i nt o t h e r e gi o n a b o v e 𝐺 - a xi s, o r vi c e v e r s a. T h at
w o ul d c o u nt a s a si g n e d c r o s si n g. A r ri vi n g f r o m b el o w a n d r et u r ni n g b el o w,
o r a r ri vi n g f r o m a b o v e a n d r et u r ni n g a b o v e, d o e s n ot c o u nt a s a c r o s si n g.

All of t h e a b o v e c al c ul ati o n s c a n b e d o n e i n ti m e O( 1) p e r st e p of 𝑘 (𝐺 ), aft e r
p r o p e r i niti ali z ati o n, b y L e m m a 8. 2. 3. □

R u n ni n g ti m e W e n o w a n al y z e t h e r u n ni n g ti m e of t h e al g o rit h m w e
d e s c ri b e d. W e c a n t r a v e r s e a l e n gt h- 𝐺 (𝐾 ) cl o s e d g ri d c u r v e 𝑘 , c o m p ut e it s
i m a g e 𝑘 (𝑘 ), a n d c h e c k w h et h e r it p a s s e s t h r o u g h t h e o ri gi n i n ti m e 𝑘 (𝑘 + 𝐻 )
b y L e m m a 8. 2. 3. O n e c a n c h e c k w h et h e r 𝐻 (𝐻 ) wi n d s a r o u n d t h e o ri gi n a n
o d d n u m b e r of ti m e s b y L e m m a 8. 2. 8, al s o i n ti m e 𝐺 (𝐻 + 𝐺 ).

T h e n u m b e r of r o u n d s of t h e m ai n l o o p of t h e al g o rit h m i s 𝐻 (l o g 𝐻 ), a s t h e
st a rti n g c u r v e c a n n ot e n cl o s e a n a r e a l a r g e r t h a n 𝐺 (𝐺 2 ) a n d a r e a s s h ri n k b y
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8. 2. T h e al g o rit h m

a c o n st a nt f a ct o r i n e v e r y it e r ati o n, b y L e m m a 8. 2. 7. C o m bi ni n g e v e r yt hi n g
t o g et h e r, w e c o n cl u d e t h at 𝐺 c a n b e c o m p ut e d i n 𝐾 ∗ (𝑇 + 𝑛 ) ti m e, a n d t h e
al g o rit h m c a n t h e n i d e ntif y t h e p ai r of v e rti c e s of 𝑌 c o r r e s p o n di n g t o a n
ei g ht- p a rtiti o n i n at m o st 𝑇 (l o g 𝑛 ) r o u n d s, e a c h c o sti n g at m o st 𝑃 (𝑇 + 𝒖 ).
T hi s c o n cl u d e s t h e p r o of of T h e o r e m 8. 2. 1.
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C H A P T E R 9
C o n cl u si o n s

I n t hi s di s s e rt ati o n w e p r e s e nt e d o u r w o r k o n t w o a r e a s of t h e o r eti c al
c o m p ut e r s ci e n c e a n d c o m bi n at o ri c s. I n t h e fi r st h alf w e e st a bli s h e d n e w
h a r d n e s s r e s ult s f o r a p p r o xi m at e 4 - c ol o u ri n g s of g r a p h s a n d 4 -li n e a rl y
o r d e r e d 3 - u nif o r m h y p e r g r a p h s b y c o m bi ni n g t h e g e n e r al al g e b r ai c t h e o r y
of p r o mi s e c o n st r ai nt s ati sf a cti o n p r o bl e m s, c o m bi n at o ri al r e st ri cti o n s o n t h e
si m pli ci al st r u ct u r e of t h e H o m c o m pl e x c o n st r u cti o n f o r g r a p h s o r r el ati o n al
st r u ct u r e s a n d t h e t o p ol o gi c al t o ol s f r o m e q ui v a ri a nt o b st r u cti o n t h e o r y.

H o w e v e r, w e st r o n gl y b eli e v e t h at t hi s i s j u st t h e b e gi n ni n g of a m u c h d e e p e r
a n d f a s ci n ati n g c o n n e cti o n b et w e e n t o p ol o g y a n d t h e t h e o r y of p r o mi s e
c o n st r ai nt s ati sf a cti o n p r o bl e m s. O n e i m m e di at e a p p r o a c h t h at c o ul d l e a d t o
n e w r e s ult s i s si m pl y t o a d a pt di ff e r e nt h a r d n e s s c rit e ri o n s ( di ff e r e nt f r o m
t h e b o u n d e d e s s e nti al a rit y c rit e ri o n w e u s e) f r o m t h e al g e b r ai c t h e o r y t o t h e
t o p ol o gi c al c o nt e xt. At t h e s a m e ti m e, a n ot h e r p r o mi si n g a v e n u e i s t o u s e
m o r e v e r s atil e c o n st r u cti o n r at h e r t h a n t h e H o m - c o m pl e x t o o bt ai n a si m pl e r
f u n ct o ri al t r a n sl ati o n of t h e al g e b r ai c n oti o n s i n t h e t o p ol o gi c al l a n g u a g e;
y et a n ot h e r p o s si bl e di r e cti o n i s t o u s e m o r e a d v a n c e d i d e a s f r o m al g e b r ai c
t o p ol o g y ( e. g. s p e ct r al s e q u e n c e o r hi g h e r l e v el s of P o sti n k o v t o w e r s) t o
o bt ai n t h e c o n st r ai nt s o n t h e p ol y m o r p hi s m s r e q ui r e d b y t h e t h e o r y of P C S P s.

M o r e c o n c r et el y, a n at u r al o p e n q u e sti o n t o e x pl o r e n e xt w o ul d b e t o t r y
a n d e st a bli s h h a r d n e s s f o r P C S P (𝐺, 𝐾 5 ) w h e n e v e r 𝑇 i s 5 - c ol o u r a bl e a n d
n o n- bi p a rtit e. H o w e v e r, t r yi n g t o mi mi c t h e a p p r o a c h e d w e u s e d f o r t h e
𝑛 4 - c a s e c a n n ot w o r k i n t hi s c o nt e xt a s it i s a si m pl e h o m ot o p y a r g u m e nt
t o s h o w t h at a n y t w o Z 2 - e q ui v a ri a nt m a p f r o m 𝑌 2 → 𝑇 3 a r e e q ui v a ri a ntl y
h o m ot o pi c a n d t h u s si m pl y c o n si d e ri n g m a p s u p t o h o m ot o p y a s t h e t a r g et
mi ni o n will c a u s e t h e a p p e a r a n c e of c o n st a nt m a p s, i n v ali d ati n g t h e h a r d n e s s
c rit e ri o n.

I n g e n e r al, it i s w o rt h i n v e sti g ati n g w h at ki n d of P C S P t e m pl at e s a r e a m e n a bl e
t o b e st u di e d vi a t o p ol o g y. W o ul d it b e p o s si bl e t o gi v e a s u ffi ci e nt c rit e ri o n
o n t h e p ai r of st r u ct u r e s o t h at t h e t o p ol o gi c al s e cti o n of t h e a r g u m e nt
w o ul d g o t h r o u g h di r e ctl y ? O n e e x a m pl e of s u c h c rit e ri o n f o r t h e g r a p h c a s e
i s [K O W Ž 2 3 , T h e o r e m 1. 4]: if (𝑛, 𝑃 ) i s s u c h t h at H o m (𝑇 2 , 𝒖) → 𝑔 1 , t h e n
P C S P (𝜋, 𝑆 ) i s N P- h a r d. H o w e v e r, o n e i nt e r e sti n g q u e sti o n w o ul d b e t o t r y
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9. C o n c l u si o n s

r e p h r a s e t hi s c rit e ri o n i n t e r m s of g r a p h p r o p e rti e s of 𝐺 wit h o ut e x pli citl y
i n v o ki n g t h e H o m c o n st r u cti o n.

N ot e t h at, u nli k e t h e p r e vi o u s m e nti o n r e s ult of [ K O W Ž 2 3 ], n o n e of o u r
h a r d n e s s p r o of s c a n b e e a sil y u s e d t o gi v e a n y m o r e g e n e r al c rit e ri o n si n c e
T h e o r e m 2. 1. 1 r eli e s o n t h e f a ct t h at H o m (𝐾 2 , 𝑇ℓ ) h a s a v e r y s p e ci fi c si m pli ci al
st r u ct u r e w hil e T h e o r e m 2. 1. 2 e x pl oit t h e st r u ct u r e of t h e r e c o n fi g u r a bilit y
g r a p h of bi n a r y p ol y m o r p hi s m s L O 2

3 → L O 4 .

F u rt h e r m o r e, t h r o u g h o ut o u r a r g u m e nt w e c o n st a ntl y e x pl oit t h e i n h e rit
Z 2 o r Z 3 a cti o n t h at i s gi v e n o n t h e si m pli ci al s et s; h o w e v e r t hi s i s p o s si bl e
b e c a u s e t h e st r u ct u r e s w e a r e i nt e r e st e d i n a r e i n h e r e ntl y s y m m et ri c. I s it
p o s si bl e t o a d a pt t h e t o p ol o gi c al t o ol s t o w o r k i n t h e c a s e of n o n- s y m m et ri c
st r u ct u r e, e. g. di g r a p h s ?

A s w e h a v e b ri e fl y m e nti o n e d, m o st of t h e o bj e ct s a n d c o n st r u cti o n s w e w o r k
wit h c a n b e r e p h r a s e d f ull y i n g e n e r al c at e g o ri c al t e r m s [ HJ O 2 5 ], h o w e v e r it
i s n ot cl e a r at t hi s p oi nt i n ti m e if s u c h a p oi nt of vi e w c a n l e a d t o f r uitf ul n e w
i n si g ht s i n t h e st u d y of t h e c o m pl e xit y of P C S P s. A n at u r al li n e of r e s e a r c h i s
t h u s t o u s e f r e s h c at e g o ri c al i n si g ht s t o e st a bli s h n e w h a r d n e s s r e s ult s.

T h e s e c o n d h alf of t hi s w o r k w a s d e di c at e d t o t h e G r ü n b a u m m a s s p a rtiti o ni n g
p r o bl e m i n 3 D. I n p a rti c ul a r, w e s h o w a n e w e xi st e n c e r e s ult i n t h r e e
di m e n si o n b y s h o wi n g t h at a n y “ ni c e ” m e a s u r e c a n b e ei g ht- p a rtiti o n e d b y
t h r e e pl a n e s, t w o of w hi c h i nt e r s e ct i n a p r e s c ri b e d o ri e nt e d di r e cti o n. W e
al s o gi v e a n e w al g o rit h m f o r c o m p uti n g a n ei g ht p a rtiti o n of a p oi nt s et i n
3 D w h e r e o n e of t h e pl a n e h a s a p r e s c ri b e d n o r m al di r e cti o n.

O n e v e r y t a nt ali zi n g q u e sti o n i n t hi s a r e a i s cl e a rl y t h e e xi st e n c e of 1 6 - p a rtiti o n
f o r a n y ni c e m e a s u r e i n R 4 . S u c h q u e sti o n h a s a v e r y ri c h hi st o r y a n d it h a s
b e e n e xt e n si v el y st u di e d; h o w e v e r it r e m ai n s st u b b o r nl y o p e n t o t hi s d a y.
W hil e f r o m t h e e u ri sti c di m e n si o n c o u nti n g, o n e w o ul d e x p e ct t o h a v e a o n e
di m e n si o n al s p a c e of p o s si bl e e q ui p a rtiti o n s, it t u r n s o ut t h at c o n fi g u r ati o n
s p a c e /t e st m a p s et u p f ail s: I n f a ct, it i s p o s si bl e t o fi n d e q ui v a ri a nt m a p s
(𝑛 4 )4 → 𝑌 1 5 .

M o r e g e n e r all y, t h e G r ü n b a u m- H a d wi g e r- R a m o s p r o bl e m a s k s f o r w hi c h
t ri pl e s (𝑇, 𝑛, 𝑃 ) it i s p o s si bl e t o si m ult a n e o u sl y 2 𝑇 - p a rtiti o n 𝒖 ni c e m e a s u r e
i n R 𝑔 wit h 𝜋 h y p e r pl a n e s. B y e xt e n di n g A vi s’ a r g u m e nt [ A vi 8 4 ] f o r t h e
G r ü n b a u m p r o bl e m i n di m e n si o n 𝑆 ≥ 5 , R a m o s [R a m 9 6 ] s h o w e d t h at a

n e c e s s a r y c o n diti o n f o r a t ri pl e (𝐶, 𝐶, 𝐶 ) t o b e a s ol uti o n i s 𝑘 ≥ ( 2 𝑐 − 1
𝑐 )𝑘 . H e

al s o c o nj e ct u r e d t h at s u c h c o n diti o n i s al s o s u ffi ci e nt:

C o nje ct ure 9. 0. 1 . L et 𝑐, 𝑘, (︁ p o siti v e i nt e g e r s. T h e t ri pl e (𝑐, 𝑐, )︁ ) i s a s ol uti o n
f o r t h e G r ü n b a u m- H a d wi g e r- R a m o s p r o bl e m if a n d o nl y if

𝑘 ≥ ⌈(
2 𝑐 − 1

𝑓
)𝐺 ⌉

At t h e m o m e nt t h e b e st k n o w n b o u n d i s d u e t o M a ni- L e vit s k a, Vr e ći c a, a n d
Ži v alj e vi ć [ M V Z 0 6]:
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T h e or e m 9. 0. 1. Let 𝐺, 𝐾, 𝑇 p ositi ve i nte gers a n d let 𝑛 = ⌊ l o g2 (𝑌 ) ⌋. T he n t he tri ple
(𝑇, 𝑛, 𝑃 ) is a s ol uti o n if

𝑇 ≥ 𝒖 + ( 2 𝑔 − 1 − 1 )2 𝜋

F u rt h e r m o r e, e v e n w h e n t h e a s ol uti o n i s k n o w n t o e xi st s, w e h a v e v e r y littl e
i nf o r m ati o n o n t h e gl o b al t o p ol o g y of t h e s ol uti o n s p a c e. T h e r ef o r e a n at u r al
p r o bl e m t o i n v e sti g at e i s t h e f oll o wi n g:

Pr o ble m 2 . L et (𝑆, 𝐶, 𝐶 ) a t ri pl e t h at i s a s ol uti o n f o r t h e G r ü n b a u m- H a d wi g e r-
R a m o s p r o bl e m a n d fi x 𝐶 1 , . . . , 𝑘 𝑐 ni c e m e a s u r e s i n R 𝑐 . D e fi n e

𝑘 ( {𝑐 𝑘} , (︁, 𝑐) ≔ { ℋ ∈ ( 𝑐 )︁ ) 𝑘 | ℋ 2 𝑐 - p a rtiti o n s all 𝑓 𝐺} .

D et e r mi n e 𝐻 ( {𝑣 𝑣} , 𝑓, 𝐺) u p t o h o m e o m o r p hi s m / h o m ot o p y / c o m p ut e all t h e
h o m ol o g y g r o u p s...

Fi n all y, m a n y di ff e r e nt al g o rit h mi c q u e sti o n s a r e still wi d e o p e n, e v e n j u st
i n t h e s etti n g of cl a s si c al G r ü n b a u m p r o bl e m i n 3 D: I s it p o s si bl e t o gi v e a n
al g o rit h m t o c o m p ut e a n 8 - p a rtiti o n wit h a di ff e r e nt r e q ui r e m e nt, e. g. t w o
pl a n e s a r e o rt h o g o n al t o t h e t hi r d o r i nt e r s e ct i n a p r e s c ri b e d di r e cti o n ?

M o r e g e n e r all y, i s it p o s si bl e t o al g o rit h mi c all y c o m p ut e s ol uti o n s f o r t h e
G r ü n b a u m- H a d wi g e r- R a m o s p r o bl e m w h e n s u c h s ol uti o n s a r e k n o w n t o
e xi st s ?

A n ot h e r n at u r al q u e sti o n i s t o t r y a n d s p e e d u p o u r al g o rit h m: t h e b ottl e n e c k
f o r t h e a p p r o a c h d e s c ri b e d i n C h a pt e r 8 i s t h e f a ct t h at w e n e e d t o e x pli citl y
c o m p ut e t h e i nt e r s e cti o n of t h e t w o m e di a n l e v el s of t h e s e p a r at e d p oi nt s.
H o w e v e r, a p ri o ri it mi g ht b e p o s si bl e t o gi v e a n i m pli cit d e s c ri pti o n of
t h e i nt e r s e cti o n c u r v e t h at all o w s t o u p d at e t h e alt e r n ati n g s u m s 𝐻 a n d 𝐻
wit h o ut e x pli citl y w al ki n g al o n g t h e f ull c u r v e.
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[ Bj ö 9 5] A. Bj ö r n e r. T o p ol o gi c al m et h o d s. I n H a n d b o o k of C o m bi n at ori cs,
Vol. 1, 2 , p a g e s 1 8 1 9 – 1 8 7 2. El s e vi e r S ci. B. V., A m st e r d a m, 1 9 9 5.

[ B K 0 7] E ri c B a b s o n a n d D mit r y N K o zl o v. P r o of of t h e L o v á s z c o nj e c-
t u r e. A n n als of M at he m ati cs , 1 6 5( 3): 9 6 5 – 1 0 0 7, 2 0 0 7.

[ B K 1 6] P a vl e V. M. Bl a g oj e vi ć a n d R o m a n K a r a s e v. P a rtiti o ni n g a
m e a s u r e i n R 3 . 2 0 1 6.

[ B K L M 2 2] M a r k B r a v e r m a n, S u b h a s h K h ot, N o a m Lif s hit z, a n d D o r
Mi n z e r. A n i n v a ri a n c e p ri n ci pl e f o r t h e m ulti- sli c e, wit h a p pli-
c ati o n s. I n 2 0 2 1 I E E E 6 2 n d A n n u al S y m p osi u m o n F o u n d ati o ns of
C o m p uter S cie n ce — F O C S 2 0 2 1 , p a g e s 2 2 8 – 2 3 6. I E E E C o m p ut e r
S o c., L o s Al a mit o s, C A, 2 0 2 2.

[ B K O 1 9] J a k u b B ulí n, A n d r ei K r o k hi n, a n d J a k u b O p r š al. Al g e b r ai c
a p p r o a c h t o p r o mi s e c o n st r ai nt s ati sf a cti o n. I n Pr o c. of t he 5 1st
A n n u al A C M- SI G A C T S y m p osi u m o n t he T he or y of C o m p uti n g,
S T O C 2 0 1 9 , p a g e s 6 0 2 – 6 1 3, N e w Y o r k, U S A, 2 0 1 9. A C M.

[ Bl u 9 4] A v ri m Bl u m. N e w a p p r o xi m ati o n al g o rit h m s f o r g r a p h c ol o r-
i n g. J o ur n al of T he A c m, 4 1( 3): 4 7 0 – 5 1 6, 1 9 9 4.

[ B r e 6 7] Gl e n E. B r e d o n. E q ui v ari a nt C o h o m ol o g y T he ories , v ol u m e 3 4 of
Le ct ure N otes i n M at he m ati cs . S p ri n g e r B e rli n H ei d el b e r g, B e rli n,
H ei d el b e r g, 1 9 6 7.

[ B ul 1 7] A n d r ei A. B ul at o v. A di c h ot o m y t h e o r e m f o r n o n u nif o r m C S P s.
I n 2 0 1 7 I E E E 5 8t h A n n u al S y m p osi u m o n F o u n d ati o ns of C o m p uter
S cie n ce ( F O C S) , p a g e s 3 1 9 – 3 3 0, B e r k el e y, C A, U S A, 2 0 1 7. I E E E.

[ C h a 1 0] Ti m ot h y M. C h a n. A d y n a mi c d at a st r u ct u r e f o r 3- D c o n v e x
h ull s a n d 2- D n e a r e st n ei g h b o r q u e ri e s. J o ur n al of T he A c m,
5 7( 3): 1 6: 1 – 1 6: 1 5, 2 0 1 0.

[ C K K+ 2 3] L o r e n z o Ci a r d o, M a r ci n K o zi k, A n d r ei A. K r o k hi n, T a mi o- Ve s a
N a k aji m a, a n d St a ni sl a v Ži v n ý. O n t h e c o m pl e xit y of t h e
a p p r o xi m at e h y p e r g r a p h h o m o m o r p hi s m p r o bl e m, 2 0 2 3.
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[ Č K M+ 1 3] M a rti n Č a d e k, M a r e k K r č ál, Ji ří M at o u š e k, L u k á š V o k ří n e k,
a n d Uli W a g n e r. E xt e n di n g c o nti n u o u s m a p s: P ol y n o mi alit y
a n d u n d e ci d a bilit y. I n Pr o cee di n gs of t he 2 0 1 3 A C M S y m p osi u m
o n T he or y of C o m p uti n g, S T O C 2 0 1 3 , p a g e s 5 9 5 – 6 0 4. A C M, N e w
Y o r k, 2 0 1 3.

[ C K P 1 3] P a n a gi oti s C h eil a ri s, B al á z s K e s z e g h, a n d D ö m öt ö r P ál v öl g yi.
U ni q u e- m a xi m u m a n d c o n fli ct-f r e e c ol o ri n g f o r h y p e r g r a p h s
a n d t r e e g r a p h s. SI A M J. Dis cret. M at h. , 2 7( 4): 1 7 7 5 – 1 7 8 7, 2 0 1 3.

[ D e y 9 8] T a m al K D e y. I m p r o v e d b o u n d s f o r pl a n a r k- s et s a n d r el at e d
p r o bl e m s. Dis crete & C o m p ut ati o n al Ge o metr y , 1 9: 3 7 3 – 3 8 2, 1 9 9 8.

[ D L G M M 1 9] J e s ú s A. D e L o e r a, X a vi e r G o a o c, Fr é d é ri c M e u ni e r, a n d N a bil H.
M u st af a. T h e di s c r et e y et u bi q uit o u s t h e o r e m s of C a r at h é o d o r y,
H ell y, S p e r n e r, T u c k e r, a n d T v e r b e r g. B ulleti n of t he A meri c a n
M at he m ati c al S o ciet y , 5 6( 3): 4 1 5 – 5 1 1, 2 0 1 9.

[ D M R 0 9] I rit Di n u r, El c h a n a n M o s s el, a n d O d e d R e g e v. C o n diti o n al
h a r d n e s s f o r a p p r o xi m at e c ol o ri n g. Si a m J o ur n al O n C o m p uti n g ,
3 9( 3): 8 4 3 – 8 7 3, 2 0 0 9.

[ D R S 0 5] I rit Di n u r, O d e d R e g e v, a n d Cli ff o r d S m yt h. T h e h a r d n e s s of
3- u nif o r m h y p e r g r a p h c ol o ri n g. C o m bi n at ori c a. A n I nter n ati o n al
J o ur n al o n C o m bi n at ori cs a n d t he T he or y of C o m p uti n g, 2 5( 5): 5 1 9 –
5 3 5, 2 0 0 5.

[ D S 2 3] A nt o n D o c ht e r m a n n a n d A n u r a g Si n g h. H o m o m o r p hi s m
c o m pl e x e s, r e c o n fi g u r ati o n, a n d h o m ot o p y f o r di r e ct e d g r a p h s.
E ur o pe a n J o ur n al of C o m bi n at ori cs , 1 1 0: 1 0 3 7 0 4, M a y 2 0 2 3.

[ E d e 8 6] H e r b e rt E d el s b r u n n e r. E d g e- s k el et o n s i n a r r a n g e m e nt s wit h
a p pli c ati o n s. Al g orit h mi c a. A n I nter n ati o n al J o ur n al i n C o m p uter
S cie n ce , 1: 9 3 – 1 0 9, 1 9 8 6.

[ E d e 8 7] H e r b e rt E d el s b r u n n e r. Al g orit h ms i n C o m bi n at ori al Ge o metr y ,
v ol u m e 1 0 of E A T C S M o n o gr a p hs o n T he oreti c al C o m p uter S cie n ce .
S p ri n g e r, 1 9 8 7.

[ F N O+ 2 4] M a r e k Fil a k o v s k ý, T a mi o- Ve s a N a k aji m a, J a k u b O p r š al, Gi a n-
l u c a T a si n at o, a n d Uli W a g n e r. H a r d n e s s of Li n e a rl y O r d e r e d
4- C ol o u ri n g of 3- C ol o u r a bl e 3- U nif o r m H y p e r g r a p h s. LI PI cs,
Vol u me 2 8 9, S T A C S 2 0 2 4 , 2 8 9: 3 4: 1 – 3 4: 1 9, 2 0 2 4.

[ Fri 1 2] G r e g Fri e d m a n. S u r v e y a rti cl e: A n el e m e nt a r y ill u st r at e d
i nt r o d u cti o n t o si m pli ci al s et s. T he R o c k y M o u nt ai n J o ur n al of
M at he m ati cs , 4 2( 2): 3 5 3 – 4 2 3, 2 0 1 2.

[ G K 0 4] Ve n k at e s a n G u r u s w a mi a n d S a nj e e v K h a n n a. O n t h e h a r d n e s s
of 4- c ol o ri n g a 3- c ol o r a bl e g r a p h. SI A M J. Dis cret. M at h. ,
1 8( 1): 3 0 – 4 0, 2 0 0 4.

8 7



[ G r ü 6 0] B r a n k o G r ü n b a u m. P a rtiti o n s of m a s s- di st ri b uti o n s a n d of
c o n v e x b o di e s b y h y p e r pl a n e s. P a ci fi c J o ur n al of M at he m ati cs ,
1 0( 4): 1 2 5 7 – 1 2 6 1, 1 9 6 0.

[ G S 2 0] Ve n k at e s a n G u r u s w a mi a n d S ai S a n d e e p. d-t o- 1 h a r d n e s s of
c ol o ri n g 3- c ol o r a bl e g r a p h s wit h O( 1) c ol o r s. I n 4 7t h I nter-
n ati o n al C oll o q ui u m o n A ut o m at a, L a n g u a ges, a n d Pr o gr a m mi n g ,
v ol u m e 1 6 8 of LI PI cs. Lei b ni z I nt. Pr o c. I nf or m. , p a g e s A rt. N o.
6 2, 1 2. S c hl o s s D a g st u hl. L ei b ni z- Z e nt. I nf o r m., W a d e r n, 2 0 2 0.

[ H a d 6 6] H. H a d wi g e r. Si m ult a n e Vi e rt eil u n g z w ei e r K ö r p e r. Arc hi v der
M at he m ati k ( B asel) , 1 7: 2 7 4 – 2 7 8, 1 9 6 6.

[ H a r 1 1] S a ri el H a r- P el e d. Ge o metri c A p pr o xi m ati o n Al g orit h ms . A m e ri c a n
M at h e m ati c al S o ci et y, U S A, 2 0 1 1.

[ H at 0 2] All e n H at c h e r. Al ge br ai c To p ol o g y . C a m b ri d g e U ni v e r sit y P r e s s,
C a m b ri d g e, 2 0 0 2.

[ HJ O 2 5] M a xi mili a n H a d e k, T o m á š J a kl, a n d J a k u b O p r š al. A c at e g o ri c al
p e r s p e cti v e o n c o n st r ai nt s ati sf a cti o n: T h e w o n d e rl a n d of
a dj u n cti o n s, M a r c h 2 0 2 5.

[ H K R 1 4] Di st ri b ut e d C o m p uti n g T h r o u g h C o m bi n at o ri al T o p ol o g y. I n
M a u ri c e H e rli h y, D mit r y K o zl o v, a n d S e r gi o R aj s b a u m, e dit o r s,
Distri b ute d C o m p uti n g T hr o u g h C o m bi n at ori al To p ol o g y , p a g e iii.
M o r g a n K a uf m a n n, B o st o n, J a n u a r y 2 0 1 4.

[ H M N Ž 2 4] J o h a n H å st a d, Bj ö r n M a rti n s s o n, T a mi o- Ve s a N a k aji m a, a n d
St a ni sl a v Ži v n ý. A l o g a rit h mi c a p p r o xi m ati o n of li n e a rl y-
o r d e r e d c ol o u ri n g s. I n A mit K u m a r a n d N o g a R o n- Z e wi,
e dit o r s, A p pr o xi m ati o n, R a n d o mi z ati o n, a n d C o m bi n at ori al O pti-
mi z ati o n. Al g orit h ms a n d Te c h ni q ues, A P P R O X/ R A N D O M 2 0 2 4 ,
v ol u m e 3 1 7 of LI PI cs , p a g e s 7: 1 – 7: 6, A u g u st 2 8- 3 0, 2 0 2 4, L o n d o n,
U K, 2 0 2 4. S c hl o s s D a g st u hl - L ei b ni z- Z e nt r u m f ü r I nf o r m ati k.

[ H N 9 0] P a v ol H ell a n d J a r o sl a v N e š et řil. O n t h e c o m pl e xit y of H-
c ol o ri n g. J o ur n al of C o m bi n at ori al T he or y Series B, 4 8( 1): 9 2 – 1 1 0,
1 9 9 0.

[ H S 1 7] D a n H al p e ri n a n d Mi c h a S h a ri r. A r r a n g e m e nt s. I n H a n d b o o k of
Dis crete a n d C o m p ut ati o n al Ge o metr y , p a g e s 7 2 3 – 7 6 2. C h a p m a n
a n d H all / C R C, 2 0 1 7.

[ K a r 7 2] Ri c h a r d M. K a r p. R e d u ci bilit y a m o n g c o m bi n at o ri al p r o bl e m s.
I n R a y m o n d E. Mill e r, J a m e s W. T h at c h e r, a n d J e a n D. B o hli n g e r,
e dit o r s, C o m ple xit y of C o m p uter C o m p ut ati o ns: Pr o cee di n gs of
a S y m p osi u m o n t he C o m ple xit y of C o m p uter C o m p ut ati o ns, M ar
2 0 – 2 2, 1 9 7 2, Yor kt o w n Hei g hts, Ne w Yor k , p a g e s 8 5 – 1 0 3, B o st o n,
M A, 1 9 7 2. S p ri n g e r U S.
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[ K L S 0 0] S a nj e e v K h a n n a, N at h a n Li ni al, a n d S h m u el S af r a. O n t h e
h a r d n e s s of a p p r o xi m ati n g t h e c h r o m ati c n u m b e r. C o m bi n at or-
i c a. A n I nter n ati o n al J o ur n al o n C o m bi n at ori cs a n d t he T he or y of
C o m p uti n g , 2 0( 3): 3 9 3 – 4 1 5, 2 0 0 0.

[ K O 1 9] A n d r ei K r o k hi n a n d J a k u b O p r š al. T h e c o m pl e xit y of 3-
c ol o u ri n g H- c ol o u r a bl e g r a p h s. I n 2 0 1 9 I E E E 6 0t h A n n u al
S y m p osi u m o n F o u n d ati o ns of C o m p uter S cie n ce ( F O C S’ 1 9) , p a g e s
1 2 2 7 – 1 2 3 9, B alti m o r e, M D, U S A, 2 0 1 9. I E E E.

[ K O 2 2] A n d r ei K r o k hi n a n d J a k u b O p r š al. A n i n vit ati o n t o t h e p r o mi s e
c o n st r ai nt s ati sf a cti o n p r o bl e m. A C M SI G L O G Ne ws , 9( 3): 3 0 – 5 9,
2 0 2 2.

[ K O W Ž 2 3] A n d r ei A. K r o k hi n, J a k u b O p r š al, M a r ci n Wr o c h n a, a n d
St a ni sl a v Ži v n ý. T o p ol o g y a n d a dj u n cti o n i n p r o mi s e c o n-
st r ai nt s ati sf a cti o n. SI A M J o ur n al o n C o m p uti n g , 5 2( 1): 3 8 – 7 9,
2 0 2 3.

[ K o z 0 8] D mit r y K o zl o v. C o m bi n at ori al Al ge br ai c To p ol o g y , v ol u m e 2 1 of
Al g orit h ms a n d C o m p ut ati o n i n M at he m ati cs . S p ri n g e r, 2 0 0 8.

[ K r a 9 9] St e v e n G e o r g e K r a nt z. H a n d b o o k of C o m ple x Vari a bles . S p ri n g e r,
1 9 9 9.

[ K S S 8 4] J e ff K a h n, Mi c h a el S a k s, a n d D e a n St u rt e v a nt. A t o p ol o gi c al a p-
p r o a c h t o e v a si v e n e s s. C o m bi n at ori c a , 4( 4): 2 9 7 – 3 0 6, D e c e m b e r
1 9 8 4.

[ K T 1 7] K e n-i c hi K a w a r a b a y a s hi a n d Mi k k el T h o r u p. C ol o ri n g 3-
c ol o r a bl e g r a p h s wit h l e s s t h a n n 1 / 5 c ol o r s. J o ur n al of T he A c m,
6 4( 1): 4: 1 – 4: 2 3, 2 0 1 7.

[ K T W 1 1] C h ri sti a n K n a u e r, H a n s R aj Ti w a r y, a n d D a ni el W e r n e r. O n
t h e c o m p ut ati o n al c o m pl e xit y of H a m- S a n d wi c h c ut s, H ell y
s et s, a n d r el at e d p r o bl e m s. I n S T A C S’ 1 1 , p a g e s 6 4 9 – 6 6 0, 2 0 1 1.

[ K T Y 2 4] K e n-i c hi K a w a r a b a y a s hi, Mi k k el T h o r u p, a n d Hi r ot a k a Y o n e d a.
B ett e r c ol o ri n g of 3- c ol o r a bl e g r a p h s. I n Pr o cee di n gs of t he 5 6t h
A n n u al A C M S y m p osi u m o n T he or y of C o m p uti n g, S T O C 2 0 2 4 ,
p a g e s 3 3 1 – 3 3 9, V a n c o u v e r, B C, C a n a d a, J u n e 2 4 – 2 8, 2 0 2 4, 2 0 2 4.
A C M.

[ L M S 9 4] C hi- Y u a n L o, J. M at o u š e k, a n d W. St ei g e r. Al g o rit h m s f o r h a m-
s a n d wi c h c ut s. Dis crete & C o m p ut ati o n al Ge o metr y , 1 1( 4): 4 3 3 –
4 5 2, A p ril 1 9 9 4.

[ L o v 7 8] L á s zl ó L o v á s z. K n e s e r’ s c o nj e ct u r e, c h r o m ati c n u m b e r, a n d
h o m ot o p y. J o ur n al of C o m bi n at ori al T he or y, 2 5( 3): 3 1 9 – 3 2 4, 1 9 7 8.

[ M at 0 8] Ji ří M at o u š e k. Usi n g t he B ors u k- Ul a m T he ore m: Le ct ures o n
To p ol o gi c al Met h o ds i n C o m bi n at ori cs a n d Ge o metr y . U ni v e r sit e xt.
S p ri n g e r, B e rli n H ei d el b e r g, 2., c o r r e ct e d p ri nti n g e diti o n, 2 0 0 8.
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[ M at 1 7] T a k a hi r o M at s u s hit a. B o x c o m pl e x e s a n d h o m ot o p y t h e o r y of
g r a p h s, J ul y 2 0 1 7.

[ M a y 9 2] J. P et e r M a y. Si m pli ci al O bje cts i n Al ge br ai c To p ol o g y . C hi c a g o
L e ct u r e s i n M at h e m ati c s. U ni v e r sit y of C hi c a g o P r e s s, C hi c a g o,
I L, 1 9 9 2.

[ M C C+ 9 6] J. P et e r M a y, M. C ol e, G. C o m e z a n a, S. C o st e n o bl e, A. El m e n-
d o rf, J. G r e e nl e e s, R. L e wi s, L. a n d Pi a c e n z a, G. Tri a nt a fill o u,
a n d S. W a n e r. E q ui v ari a nt H o m ot o p y a n d C o h o m ol o g y T he or y .
A m e ri c a n M at h e m ati c al S o ci et y, O ct o b e r 1 9 9 6.

[ M e g 8 5] Ni m r o d M e gi d d o. P a rtiti o ni n g wit h t w o li n e s i n t h e pl a n e.
J o ur n al of Al g orit h ms, 6( 3): 4 3 0 – 4 3 3, 1 9 8 5.

[ M O 2 5] S e b a sti a n M e y e r a n d J a k u b O p r š al. A t o p ol o gi c al p r o of of
t h e H ell – N e š et řil di c h ot o m y. I n Y o s si A z a r a n d D e b m al y a
P a ni g r a hi, e dit o r, Pr o cee di n gs of t he 2 0 2 5 A n n u al A C M – SI A M
S y m p osi u m o n Dis crete Al g orit h ms, S O D A 2 0 2 5 , p a g e s 4 5 0 7 – 4 5 1 9,
N e w O rl e a n s, L A, U S A, J a n u a r y 1 2 – 1 5, 2 0 2 5, 2 0 2 5. SI A M.

[ M V Z 0 6] P et e r M a ni- L e vit s k a, Si ni š a Vr e ći c a, a n d R a d e Zi v alj e vi ć. T o p ol-
o g y a n d c o m bi n at o ri c s of p a rtiti o n s of m a s s e s b y h y p e r pl a n e s.
A d v a n ces i n M at he m ati cs , 2 0 7( 1): 2 6 6 – 2 9 6, 2 0 0 6.

[ M Z 0 3] Ji ri M at o u s e k a n d G ü nt e r M. Zi e gl e r. T o p ol o gi c al l o w e r b o u n d s
f o r t h e c h r o m ati c n u m b e r: A hi e r a r c h y, 2 0 0 3.

[ N Ž 2 3 a] T a mi o- Ve s a N a k aji m a a n d St a ni sl a v Ži v n ý. B o ol e a n s y m m et ri c
v s. f u n cti o n al P C S P di c h ot o m y. I n 2 0 2 3 3 8t h A n n u al A C M/I E E E
S y m p osi u m o n L o gi c i n C o m p uter S cie n ce ( LI C S) , p a g e s 1 – 1 2, 2 0 2 3.

[ N Ž 2 3 b] T a mi o- Ve s a N a k aji m a a n d St a ni sl a v Ži v n ý. Li n e a rl y o r d e r e d
c ol o u ri n g s of h y p e r g r a p h s. A C M Tr a ns a cti o ns o n C o m p ut ati o n
T he or y , 1 4( 3 – 4), F e b r u a r y 2 0 2 3.

[ R a m 9 6] E. A. R a m o s. E q ui p a rtiti o n of m a s s di st ri b uti o n s b y h y p e r-
pl a n e s. Dis crete & C o m p ut ati o n al Ge o metr y , 1 5( 2): 1 4 7 – 1 6 7, 1 9 9 6.

[ R S 2 1] E d g a r d o R ol d á n- P e n s a d o a n d P a bl o S o b e r ó n. A s u r v e y of m a s s
p a rtiti o n s. B ulleti n of t he A meri c a n M at he m ati c al S o ciet y , 2 0 2 1.

[ S S T 0 1] Mi c h a S h a ri r, S h a k h a r S m o r o di n s k y, a n d G á b o r T a r d o s. A n
i m p r o v e d b o u n d f o r k - s et s i n t h r e e di m e n si o n s. Dis crete &
C o m p ut ati o n al Ge o metr y , 2 6( 2): 1 9 5 – 2 0 4, 2 0 0 1.

[t o m 8 7] T a m m o t o m Di e c k. Tr a nsf or m ati o n Gr o u ps . D e G r u yt e r, B e rli n,
N e w Y o r k, 1 9 8 7.

[ T ót 0 1] G é z a T ót h. P oi nt s et s wit h m a n y k- s et s. Dis crete & C o m p ut ati o n al
Ge o metr y , 2 6( 2): 1 8 7 – 1 9 4, 2 0 0 1.

[ Wr o 2 0] M a r ci n Wr o c h n a. H o m o m o r p hi s m r e c o n fi g u r ati o n vi a h o m o-
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A P P E N DI X A
Mi ni o n h o m o m or p hi s m s

T h e g o al of t hi s a p p e n di x i s t o c o n st r u ct c o n st r u ct all t h e mi ni o n h o m o-
m o r p hi s m s w e u s e i n t h e p r o of of T h e o r e m s 2. 1. 2 a n d 3. 1. 1 a n d w e p r o v e
L e m m a 3. 1. 2 (i n bi g g e r g e n e r alit y).

W e will gi v e h e r e a v e r y s h o rt p r e s e nt ati o n ( b a s e d o n [ F N O + 2 4 ]) of t h e
r e s ult s w e n e e d; h o w e v e r it i s w o rt h n oti n g t h at all t h e c o n st r u cti o n s h e r e a r e
i n h e r e ntl y c at e g o ri c al i n n at u r e a n d fit i n a m u c h m o r e g e n e r al f r a m e w o r k
w h e n s e e n i n t h e s e l e n s e s.

W e will n ot di s c u s s h e r e t h e b r o a d e r c at e g o ri c al a p p r o a c h i n d et ail s, b ut w e
r ef e r t o [ HJ O 2 5] f o r a m o r e t h o r o u g h i n v e sti g ati o n.

A. 1 C at e g ori e s, f u n ct or s, a n d n at ur al

tr a n sf or m ati o n s

A c ate g or y i s a c oll e cti o n of o bj e ct s a n d m o r p hi s m, e. g., t h e o bj e ct s of t h e
c at e g o r y of g r a p h s a r e g r a p h s, a n d m o r p hi s m s a r e g r a p h h o m o m o r p hi s m s.
A n al o g o u sl y, w e h a v e a c at e g o r y of st r u ct u r e s i n a gi v e n si g n at u r e t o g et h e r
wit h h o m o m o r p hi s m s. W e will al s o w o r k wit h t h e c at e g o r y of ( 𝐺 -) si m pli ci al
s et s wit h ( e q ui v a ri a nt) si m pli ci al m a p s, a n d wit h a c at e g o r y of t o p ol o gi c al
s p a c e s. F o r m all y, a c at e g o r y i s d e fi n e d a s f oll o w s.

D e fi niti o n A. 1. 1. A c ate g or y C at i s a cl a s s ( o r a s et) of o bje cts , a n d a m a p pi n g
h o m w hi c h a s si g n s t o e a c h p ai r of o bj e ct s 𝐾, 𝑇 ∈ C at a s et of m or p his ms
h o m (𝑛, 𝑌 ). W e f u rt h e r r e q ui r e t h at t h e s e m o r p hi s m s c o m p o s e i n t h e i nt uiti v e
w a y, a n d t h at t h e c o m p o siti o n h a s u nit s a n d i s a s s o ci ati v e, i. e., w e r e q ui r e
t h at:

• F o r e a c h 𝑇 ∈ h o m (𝑛, 𝑃 ) a n d 𝑇 ∈ h o m (𝒖, 𝑔 ), t h e r e i s a m o r p hi s m
𝜋 ◦ 𝑆 ∈ h o m (𝐶, 𝐶 ).

• F o r all m o r p hi s m s 𝐶 , 𝑘, ℎ w h e r e t h e c o m p o siti o n m a k e s s e n s e,

( ℎ ◦ 𝑐 ) ◦ 𝑐 = ℎ ◦ ( 𝑘 ◦ 𝑐 ).
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• F o r e a c h o bj e ct 𝐺 ∈ C at , t h e r e i s a m o r p hi s m 1 𝐾 ∈ h o m (𝑇, 𝑛 ) t h at
s ati s fi e s 𝑌 ◦ 1 𝑇 = 𝑛 f o r e a c h 𝑃 ∈ h o m (𝑇, 𝒖 ) a n d 1 𝑔 ◦ 𝜋 = 𝑆 f o r e a c h
𝐶 ∈ h o m (𝐶, 𝐶 ).

I n st e a d of i d e ntit y b et w e e n o bj e ct s i n a c at e g o r y, it i s p r ef e r a bl e t o u s e a n oti o n
of is o m or p his m — w e s a y t h at a m o r p hi s m 𝑘 ∈ h o m (𝑐, 𝑐 ) i s a n i s o m o r p hi s m
if t h e r e e xi st s 𝑘 ∈ h o m (𝑐, 𝑘 ) s u c h t h at (︁ ◦ 𝑐 = 1 𝑐 a n d )︁ ◦ 𝑘 = 1 𝑐 . L et u s fi x
t h e f e w c at e g o ri e s w e will w o r k wit h.

E x a m pl e A. 1. 1 ( T h e c at e g o ri e s of s et s a n d fi nit e s et s). T h e o bj e ct s of t h e
c at e g o r y of s et s a r e s et s, a n d m o r p hi s m s a r e m a p pi n g s, i. e., h o m (𝑓, 𝐺 ) =
{ 𝐻 | 𝑣 : 𝑣 → 𝑓 } . A n i s o m o r p hi s m i s a b ĳ e cti v e m a p pi n g, i. e., t w o s et s a r e
c o n si d e r e d t o b e i s o m o r p hi c if t h e y h a v e t h e s a m e c a r di n alit y. S o m eti m e s,
w e will r e st ri ct t h e o bj e ct s t o i n cl u d e o nl y fi nit e s et s, i n w hi c h c a s e, w e will
t al k a b o ut t h e c at e g o r y of fi nit e s et s. N ot e t h at e a c h o bj e ct i n t h e c at e g o r y of
fi nit e s et s i s i s o m o r p hi c t o [𝐺 ] f o r s o m e n o n- n e g ati v e i nt e g e r 𝐻 .

E x a m pl e A. 1. 2 ( T h e c at e g o r y of g r a p h s). G r a p h s t o g et h e r wit h h o m o m o r-
p hi s m s f o r m a c at e g o r y w hi c h w e d e n ot e b y Gr a p h . T h e c at e g o ri c al n oti o n of
i s o m o r p hi s m c oi n ci d e s wit h t h e u s u al n oti o n of g r a p h i s o m o r p hi s m.

E x a m pl e A. 1. 3 ( T h e c at e g o r y of r el ati o n al st r u ct u r e s wit h si g n at u r e Σ ).
R el ati o n al st r u ct u r e s of a fi x e d si g n at u r e Σ t o g et h e r wit h h o m o m o r p hi s m s
f o r m a c at e g o r y w hi c h w e d e n ot e b y Str Σ . I n p a rti c ul a r w e will b e i nt e r e st e d
w h e n t h e st r u ct u r e s h a v e o n e si n gl e r el ati o n of a rit y 3 t h at w e will d e n ot e
b y Str . T h e c at e g o ri c al n oti o n of i s o m o r p hi s m c oi n ci d e s wit h st r u ct u r al
i s o m o r p hi s m.

E x a m pl e A. 1. 4 ( T h e c at e g o r y of e q ui v a ri a nt si m pli ci al s et s). T h e o bj e ct s of
t hi s c at e g o r y a r e si m pli ci al s et s X e n d o w e d wit h a si m pli ci al a cti o n of a
fi x e d fi nit e g r o u p 𝐻 . T h e m o r p hi s m s f r o m X t o Y a r e t h e n si m pli ci al m a p s
𝐺 : X → Y t h at p r e s e r v e t h e 𝑘 - a cti o n, i. e., m a p s s u c h t h at 𝐺 (𝐺 (𝐾 )) = 𝑘 ( 𝑘 (𝑘 ))
f o r e a c h 𝑘 ∈ 𝑘 a n d a n y 𝐻 si m pl e x i n X . T h e i s o m o r p hi s m s h e r e a r e a g ai n s u c h
e q ui v a ri a nt si m pli ci al m a p s t h at a r e b ĳ e cti v e o n si m pli c e s i n all di m e n si o n s.

E x a m pl e A. 1. 5 ( T h e c at e g o r y of t o p ol o gi c al s p a c e s wit h h o m ot o p y cl a s s e s of
m a p s) . T hi s i s o n e of c at e g o ri e s w h o s e o bj e ct s a r e t o p ol o gi c al s p a c e s. T h e
k e y i d e a i s t h at w e d o n ot w a nt t o di sti n g ui s h m a p s t h at a r e h o m ot o pi c, a n d
c o n s e q u e ntl y, w e will n ot di sti n g ui s h h o m ot o pi c all y e q ui v al e nt s p a c e s. A s
i n t h e p r e vi o u s c at e g o r y, w e will w o r k wit h s p a c e s t h at h a v e a n a cti o n of a
fi x e d g r o u p 𝐻 .

T h e o bj e ct s of t h e c at e g o r y h T o p 𝐻 a r e t o p ol o gi c al s p a c e s 𝐺 t o g et h e r wit h
a n a cti o n of 𝐻 , a n d t h e m o r p hi s m s f r o m 𝐺 t o 𝐻 a r e t h e n d e fi n e d a s t h e
e q ui v a ri a nt h o m ot o p y cl a s s e s of e q ui v a ri a nt m a p s f r o m 𝐻 t o 𝐺 , i. e.,

h o m (𝐺, 𝐻 ) = [𝐼, 𝐼 ]𝐺 = {[ 𝐼 ]𝐻 | 𝐺 : 𝐻 → 𝐺, 𝐻 𝐺 = 𝐾 𝐺 f o r a n y 𝐺 ∈ 𝐺 }

w h e r e [ 𝐾 ]𝑧 d e n ot e s t h e cl a s s of all e q ui v a ri a nt m a p s t h at a r e e q ui v a ri a ntl y
h o m ot o pi c t o 𝑦 . If it i s cl e a r f r o m t h e c o nt e xt t h at w e a r e c o n si d e ri n g
e q ui v a ri a nt cl a s s e s, w e will d r o p t h e i n d e x i n [ 𝑅 ]𝑥 .
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T h e c o m p o siti o n i n t hi s c at e g o r y i s d e fi n e d a s [ 𝐺 ] ◦ [ 𝐾 ] = [ 𝑇 ◦ 𝑛 ]. It i s
w ell- k n o w n, a n d n ot h a r d t o p r o v e, t h at t h e r e s ult d o e s n ot d e p e n d o n t h e
c h oi c e of r e p r e s e nt ati v e s. T h e i d e ntit y i s si m pl y t h e h o m ot o p y cl a s s of t h e
i d e ntit y m a p. Fi n all y, i s o m o r p hi s m s i n t hi s c at e g o r y a r e e q ui v ari a nt h o m ot o p y
e q ui v ale n ces , i. e., [ 𝑌 ] ∈ [𝑇, 𝑛 ]𝑃 i s a n i s o m o r p hi s m if t h e r e i s a n e q ui v a ri a nt
m a p 𝑇 : 𝒖 → 𝑔 s u c h t h at 𝜋 ◦ 𝑆 i s e q ui v a ri a ntl y h o m ot o pi c t o 1 𝐶 a n d 𝐶 ◦ 𝐶 i s
e q ui v a ri a ntl y h o m ot o pi c t o 1 𝑘 .

W e will w o r k wit h p ol y m o r p hi s m s i n s e v e r al c at e g o ri e s — a p ol y m or p his m
f r o m 𝑐 t o 𝑐 of a rit y 𝑘 i s a m o r p hi s m f r o m t h e 𝑐 -t h p o w e r of 𝑘 t o (︁ .
T h e r ef o r e, i n o r d e r t o gi v e a f o r m al d e fi niti o n w e n e e d t o d e fi n e p o w e r s,
o r m o r e g e n e r all y p r o d u ct s. T h e i nt uiti o n b e hi n d t h e a b st r a ct d e fi niti o n of
a p r o d u ct s i s t h e f oll o wi n g o b s e r v ati o n a b o ut C a rt e si a n p r o d u ct s of s et s:
T h e r e i s 1-t o- 1 c o r r e s p o n d e n c e b et w e e n m a p pi n g s 𝑐 : 𝑐 → )︁ × 𝑘 a n d p ai r s
of m a p pi n g s 𝑐 : 𝑓 → 𝐺 a n d 𝐻 : 𝑣 → 𝑣 . ( Gi v e n 𝑓 , w e m a y d e fi n e 𝐺 = 𝐻 𝐻 ◦ 𝐺 ,
a n d 𝑘 = 𝐺 𝐺 ◦ 𝐾 w h e r e 𝑘 𝑘 a n d 𝑘 𝑘 d e n ot e t h e p r oj e cti o n o n t h e fi r st a n d s e c o n d
c o o r di n at e, r e s p e cti v el y. I n t h e ot h e r di r e cti o n s, gi v e n 𝑘 a n d 𝐻 , w e d e fi n e 𝐻
b y 𝐻 (𝐺 ) = (𝐻 (𝐺 ), 𝐻(𝐻 )).)

D e fi niti o n A. 1. 2. Fi x a c at e g o r y C at a n d a p o siti v e i nt e g e r 𝐺 . L et 𝐺 1 , . . . , 𝐻𝐼 ∈
C at , w e s a y t h at a n o bj e ct 𝐼 t o g et h e r wit h m o r p hi s m s 𝐺 𝐼 ∈ h o m (𝐻, 𝐺 𝐻) f o r
𝐺 ∈ [ 𝐻 ] i s a pr o d u ct of 𝐺 1 , . . . , 𝐾 𝐺 if, f o r e a c h o bj e ct 𝐺 ∈ C at a n d m o r p hi s m s
𝐺 𝐾 ∈ h o m (𝑧, 𝑦 𝑅) f o r e a c h 𝑥, t h e r e i s a u ni q u e m a p 𝑦 ∈ h o m (𝑧, 𝑅 ) s u c h t h at
𝑘 𝑧 = 𝑥 𝑦 ◦ 𝑥 f o r all 𝐴 ∈ [ 𝑛 ]. W e d e n ot e t h e p r o d u ct 𝑥 b y 𝑛 1 × · · · × 𝐴 𝑓 , a n d if
𝜋 𝑥 = 𝑓 f o r all 𝑥 ∈ [ 𝜋 ], w e c all 𝑓 t h e 𝐴 -t h p o w e r of 𝑛 1 a n d w rit e 𝐵 = 𝑛 𝑛 .

It i s st r ai g htf o r w a r d t o c h e c k t h at a p r o d u ct i s u ni q u e u p t o i s o m o r p hi s m s,
o r m o r e p r e ci s el y, t h at if b ot h 𝑛 a n d 𝜋 a r e p r o d u ct s t h e n t h e h o m o m o r p hi s m
𝑛 gi v e n b y t h e d e fi niti o n a b o v e i s a n i s o m o r p hi s m.

D e fi niti o n A. 1. 3. A s s u m e t h at C at h a s all fi nit e p r o d u ct s (i. e., t h e p r o d u ct
e xi st s f o r all 𝑚 -t u pl e s of o bj e ct s a s a b o v e), a n d l et 𝜋, 𝑛 ∈ C at . A p ol y m or p his m
of a rit y 𝑚 f r o m 𝜋 t o 𝜎 i s a h o m o m o r p hi s m f r o m 𝜋 𝜎 t o 𝜋 .

A f u n ct or i s a n at u r al n oti o n of a m o r p hi s m b et w e e n c at e g o ri e s. A f u n ct o r
ℱ : C at 1 → C at 2 i s a m a p pi n g b et w e e n o bj e ct s a n d m o r p hi s m s t h at p r e s e r v e s
c o m p o siti o n a n d i d e ntit y m o r p hi s m s. M o r e s p e ci fi c all y, w e r e q ui r e t h at
ℱ (𝜎 ) ∈ C at 2 f o r e a c h 𝑛 ∈ C at 1 , a n d ℱ ( 𝑛 ) ∈ h o m (ℱ (𝑓 ), ℱ (𝜋 )) f o r e a c h
𝜋 ∈ h o m (𝑓, 𝜋 ) w h e r e 𝑓, 𝒩 ∈ C at 1 .

E x a m pl e A. 1. 6. W e will vi e w t h e a s si g n m e nt ℬ : A ↦ → H o m (R 3 , A ) a s a
f u n ct o r Str → h T o p . T hi s f u n ct o r i s d e fi n e d o n m o r p hi s m b y m a p pi n g
a h o m o m o r p hi s m 𝜉 : A → B t o t h e cl a s s [ 𝑛∗ ] w h e r e 𝑛∗ : H o m(R 3 , A ) →
H o m (R 3 , B ) i s t h e i n d u c e d c o nti n u o u s m a p.

E x a m pl e A. 1. 7. A n a b st r a ct mi ni o n i s a f u n ct o r ℳ : Fi n → S et s u c h t h at
ℳ (𝒩 ) ≠ ∅ f o r all 𝑛 ≠ 0 .

Fi n all y, n at ur al tr a nsf or m ati o ns a r e m o r p hi s m s b et w e e n f u n ct o r s.
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F o r m all y, a n at u r al t r a n sf o r m ati o n 𝐺 : ℱ → 𝐾 w h e r e ℱ , 𝑇 : C at 1 → C at 2 i s a
c oll e cti o n 𝑛 𝑌 ∈ h o m (ℱ (𝑇 ), 𝑛 (𝑃 )) i n d e x e d b y o bj e ct s 𝑇 ∈ C at 1 . S u c h t h at f o r
e a c h 𝒖 ∈ h o m (𝑔, 𝜋 ), t h e f oll o wi n g s q u a r e c o m m ut e s:

ℱ (𝑆 ) ℱ (𝐶 )

𝐶 (𝐶 ) 𝑘 (𝑐 )

𝑐 𝑘

ℱ ( 𝑐 )

𝑘 (︁

𝑐 ( 𝑐 )

E x a m pl e A. 1. 8. A n at u r al t r a n sf o r m ati o n b et w e e n t w o mi ni o n s c oi n ci d e s wit h
t h e n oti o n of mi ni o n h o m o m o r p hi s m: a n at u r al t r a n sf o r m ati o n )︁ : ℳ → 𝑘
i s a c oll e cti o n of m a p s 𝑐 𝑓 w h e r e 𝐺 r a n g e s t h r o u g h o bj e ct s of Fi n s u c h t h at, f o r
e a c h 𝐻, 𝑣 ∈ Fi n a n d 𝑣 ∈ h o m (𝑓, 𝐺 ), t h e f oll o wi n g s q u a r e c o m m ut e s.

ℳ (𝐻 ) ℳ (𝐻 )

𝐺 (𝑘 ) 𝐺 (𝐺 )

𝐾 𝑘

𝑘 ℳ

𝑘 𝑘

𝑘 𝐻

It i s e a s y t o o b s e r v e t h at t hi s s q u a r e c o m m ut e s if a n d o nl y if 𝐻 p r e s e r v e s
mi n o r s.

I n g e n e r al, w e will s a y t h at a m a p 𝐻 𝐺 t h at d e p e n d s o n a n o bj e ct 𝐻 of s o m e
c at e g o r y i s n at ur al i n 𝐺 if s o m e s q u a r e, o bt ai n e d b y v a r yi n g 𝐻 b y a m o r p hi s m
𝐻 : 𝐺 → 𝐺 ′, c o m m ut e s. W hi c h s q u a r e c o m m ut e s i s u s u all y cl e a r f r o m t h e
c o nt e xt.

W e c a n n o w d e fi n e t h e n oti o n of a p ol y m o r p hi s m i n a n y c at e g o r y wit h
p r o d u ct s.

D e fi niti o n A. 1. 4. L et C at b e a c at e g o r y wit h fi nit e p r o d u ct s, 𝐻 , 𝐼 ∈ C at b e
t w o o bj e ct s, a n d 𝐼 ≥ 0 . W e d e fi n e a p ol y m or p his m f r o m 𝐺 t o 𝐼 of a rit y 𝐻 t o b e
a n y el e m e nt 𝐺 ∈ h o m (𝐻 𝐺 , 𝐻) w h e r e 𝐺 𝐾 i s t h e 𝐺 -f ol d p o w e r of 𝐺 .

I n o r d e r t o d e fi n e t h e p ol y m or p his m mi ni o n p ol (𝐺, 𝐾 ) i n s u c h a c at e g o r y C at ,
w e n e e d a f u n ct o r f r o m Fi n t o S et t h at a s si g n s t o e a c h 𝑧 , t h e s et h o m (𝑦 𝑅 , 𝑥).
A n e a s y w a y t o o b s e r v e t h at s u c h a f u n ct o r c a n b e al w a y s d e fi n e d i s t o
d e c o m p o s e it a s t w o c o nt r a v a ri a nt (i. e., a r r o w- r e v e r si n g) f u n ct o r s Fi n → C at
a n d C at → S et : t h e fi r st of w hi c h a s si g n s t o 𝑦 t h e 𝑧 -f ol d p o w e r 𝑅 𝑘 of 𝑧 , a n d
t h e s e c o n d of w hi c h a s si g n s t o t hi s 𝑥 𝑦 t h e s et h o m (𝑥 𝐴 , 𝑛).

L et u s fi r st o b s e r v e t h at t h e a s si g n m e nt 𝑥 ↦ → 𝑛 𝐴 c a n b e e xt e n d e d t o a
f u n ct o r 𝑓 − : Fi n → C at f o r e a c h 𝜋 ∈ C at . T hi s c a n b e r el ati v el y e a sil y
o b s e r v e d i n all c o n c r et e c a s e s, e. g., if 𝑥 i s a st r u ct u r e A , t h e n, f o r e a c h
𝑓 : [𝑥 ] → [𝜋 ], t h e m a p pi n g A 𝑓 : 𝐴 𝑛 → 𝐵 𝑛 i s d e fi n e d b y 𝑛 ↦ →𝑛 ◦ 𝜋 w hi c h i s
cl e a rl y a h o m o m o r p hi s m. T o gi v e a g e n e r al d e fi niti o n, w e u s e t h e u ni v e r s al
p r o p e rt y of p r o d u ct s. L et 𝑛 : [𝑚 ] → [𝜋 ] b e a m a p pi n g. W e w a nt t o d e fi n e
a h o m o m o r p hi s m 𝑛 𝑚

𝜋 : 𝜎 𝜋 → 𝜎 𝜋 . U si n g t h e d e fi niti o n of t h e 𝜎 t h p o w e r, it
i s e n o u g h t o gi v e a n 𝑛 -t u pl e of h o m o m o r p hi s m s 𝑛 𝑓 : 𝜋 𝜋 → 𝑓 , 𝜋 ∈ [ 𝑓 ]. W e
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l et 𝐺 𝐾 = 𝑇 𝑛 (𝑌) w h e r e 𝑇 𝑛 d e n ot e p r oj e cti o n s of t h e 𝑃 t h p o w e r of 𝑇 . Fi n all y,

it i s st r ai g htf o r w a r d t o c h e c k t h at t h e a s si g n m e nt 𝒖 (𝑔 ) = 𝜋 𝑆
𝐶 p r e s e r v e s

c o m p o siti o n s a n d i d e ntiti e s.

T h e s e c o n d of t h e s e a s si g n m e nt s i s k n o w n a s c o ntr a v ari a nt h o m-f u n ct or
h o m ( −, 𝐶). It m a p s a n o bj e ct 𝐶 ∈ C at t o t h e s et h o m (𝑘, 𝑐 ), a n d a m o r p hi s m
𝑐 ∈ h o m (𝑘, 𝑐 ′) t o t h e m a p pi n g − ◦ 𝑘 : h o m((︁ ′, 𝑐) → h o m (𝑐, )︁ ) d e fi n e d b y
𝑘 ↦ →𝑐 ◦ 𝑓 .

Re m ar k 5 . If C at = S et , t h e n t h e f u n ct o r 𝐺 − c a n b e al s o d e s c ri b e d a s a r e st ri cti o n
of t h e c o nt r a v a ri a nt h o m-f u n ct o r h o m ( −, 𝐻) t o Fi n vi e w e d a s a s u b c at e g o r y
of S et .

D e fi niti o n A. 1. 5. L et C at b e a c at e g o r y wit h fi nit e p r o d u ct s, a n d 𝑣, 𝑣 ∈ C at
b e s u c h t h at h o m (𝑓, 𝐺 ) i s n o n- e m pt y. W e d e fi n e t h e p ol y m or p his m mi ni o n
p ol C at (𝐻, 𝐻 ) a s t h e c o m p o siti o n of f u n ct o r s 𝐺 − a n d h o m ( −, 𝑘). W e will o mit
t h e i n d e x C at w h e n e v e r t h e c at e g o r y i s cl e a r f r o m t h e c o nt e xt.

E x a m pl e A. 1. 9. T h e p ol y m o r p hi s m mi ni o n i n t h e c at e g o r y h T o p c oi n ci d e s
wit h t h e mi ni o n of h o m ot o p y cl a s s e s of p ol y m o r p hi s m s, i. e., f o r all s p a c e s
𝐺, 𝐺 ∈ h T o p , w e h a v e p ol h T o p (𝐾, 𝑘 ) = h p ol (𝑘, 𝑘 ).

N ot e t h at t h e d e fi niti o n of t hi s p ol y m o r p hi s m mi ni o n d o e s n ot d e p e n d ( u p t o
n at u r al e q ui v al e n c e) o n w hi c h of t h e r e ali s ati o n of t h e p o w e r f u n ct o r 𝑘 − w e
t a k e. Fi n all y, w e r e c all t h e c at e g o ri c al d e fi niti o n of p r e s e r vi n g p r o d u ct s, w hi c h
e n s u r e s i n p a rti c ul a r t h at ℱ (𝑘 )− i s n at u r all y e q ui v al e nt t o t h e c o m p o siti o n
of 𝐻 − a n d ℱ .

D e fi niti o n A. 1. 6. W e s a y t h at a f u n ct o r ℱ : C at 1 → C at 2 preser ves fi nite pr o d u cts
if, f o r e a c h 𝐻 1 , . . . , 𝐻𝐺 ∈ C at 1 a n d t h ei r p r o d u ct (𝐻, 𝐺 𝐻), (ℱ (𝐻 ), ℱ (𝐺 𝐺)) i s a
p r o d u ct of ℱ (𝐻 1 ), . . . , ℱ (𝐼 𝐼 ).

L e m m a A. 1. 1. If a f u n ct or ℱ preser ves pr o d u cts, t he n ℱ ◦ 𝐺 − a n d ℱ (𝐼 )− are
n at ur all y e q ui v ale nt.

Pr o of. W e d e fi n e a n at u r al e q ui v al e n c e 𝐻 : ℱ ◦ 𝐺 − → ℱ (𝐻 )− b y c o m p o-
n e nt s a s 𝐺 𝐻 : ℱ (𝐺 𝐾 ) → ℱ (𝐺 )𝐺 i s d e fi n e d a s t h e m a p gi v e n b y t h e 𝐺 -t u pl e
ℱ (𝐾 1 ), . . . , ℱ (𝑧 𝑦 ) : ℱ (𝑅 𝑥 ) → ℱ (𝑦 ). Si n c e 𝑧 𝑅 c o m m ut e s wit h t h e p r oj e cti o n s
of t h e t w o p r o d u ct s, it i s a n i s o m o r p hi s m b y t h e s a m e a r g u m e nt a s w e u s e d i n
s h o wi n g t h at p r o d u ct i s u ni q u e u p t o i s o m o r p hi s m s. It i s al s o st r ai g htf o r w a r d
t o c h e c k t h at 𝑘 i s n at u r al u si n g t h e u ni v e r s al p r o p e rt y of t h e p r o d u ct. □

A. 1. 1 T w o g e n er al l e m m at a

Gi v e n t h e d e fi niti o n s a b o v e, t h e fi r st of t h e t w o l e m m at a ( L e m m a A. 1. 2) i s
r at h e r t ri vi al. It cl ai m s t h at w e c a n t r a n sf e r p ol y m o r p hi s m s t h r o u g h a n y
f u n ct o r t h at p r e s e r v e s p r o d u ct s. It w a s m e nti o n e d i n t h e c o nt e xt of p r o mi s e
C S P s i n [ W Ž 2 0 ], alt h o u g h i n di ff e r e nt fl a v o u r s it c a n b e t r a c k e d d o w n t o
L a w v e r e t h e o ri e s.

9 7



L e m m a A. 1. 2. If a f u n ct or ℱ : C at 1 → C at 2 preser ves pr o d u cts, t he n t here is a
mi ni o n h o m o m or p his m

𝐺 : p ol(𝐾, 𝑇 ) → p ol (ℱ (𝑛 ), ℱ (𝑌 ))

f or all 𝑇, 𝑛 ∈ C at 1 s u c h t h at h o m (𝑃, 𝑇 ) ≠ ∅ .

Pr o of. B y d e fi niti o n p ol (ℱ (𝒖 ), ℱ (𝑔 )) i s t h e c o m p o siti o n of t h e f u n ct o r s ℱ (𝜋 )−

a n d h o m ( −, ℱ (𝑆 )). Si n c e t h e fi r st f u n ct o r i s n at u r all y e q ui v al e nt t o ℱ ◦ 𝐶 − ,
w e m a y a s s u m e t h e y a r e e q u al. W e c a n t h e n d e fi n e a n at u r al t r a n sf o r m ati o n
𝐶 : h o m(𝐶 − , 𝑘) → h o m (ℱ (𝑐 − ), ℱ (𝑐 )) b y

𝑘 𝑐 ( 𝑘 ) = ℱ ( (︁ ).

T o s h o w 𝑐 p r e s e r v e s mi n o r s, o b s e r v e t h at 𝑐 )︁ i s d e fi n e d a s 𝑘 ◦ 𝑐 𝑓
𝐺 , a n d

c o n s e q u e ntl y ℱ ( 𝐻 𝑣 ) = ℱ ( 𝑣 ◦ 𝑓 𝐺
𝐻 ) = ℱ ( 𝐻 ) ◦ℱ (𝐺 𝑘

𝐺 ) = ℱ ( 𝐺 ) ◦ 𝐾
ℱ (𝑘 )
𝑘 = ℱ ( 𝑘 )𝑘 . □

T h e s e c o n d l e m m a i s a di r e ct g e n e r ali s ati o n of [ B B K O 2 1 , L e m m a 4. 8( 1)], a n d
t h e p r o of i s a n al o g o u s.

L e m m a A. 1. 3. Let 𝑘, 𝐻 ′, 𝐻, 𝐻′ ∈ C at be s u c h t h at h o m (𝐺, 𝐻 ) is n o n-e m pt y. T he n
e ver y p air 𝐺 ∈ h o m (𝐻 ′, 𝐻) a n d 𝐺 ∈ h o m (𝐺, 𝐻 ′) i n d u ces a mi ni o n h o m o m or p his m

𝐼 : p ol(𝐼, 𝐺 ) → p ol (𝐼 ′, 𝐻′).

Pr o of. Fi r st, o b s e r v e t h at 𝐺 i n d u c e s a n at u r al t r a n sf o r m ati o n 𝐻 − → ( 𝐺 ′)− ,
w hi c h c a n b e s h o w n b y u si n g t h e d e fi niti o n of p r o d u ct s. W e will d e n ot e it s
c o m p o n e nt s b y 𝐻 𝐺 ∈ h o m (𝐾 𝐺 , (𝐺 ′)𝐺 ). T h e mi ni o n h o m o m o r p hi s m i s d e fi n e d
b y 𝐾 𝑧 ( 𝑦 ) = 𝑅 ◦ 𝑥 ◦ 𝑦 𝑧 . T o s h o w t h at 𝑅 p r e s e r v e s mi n o r s, o b s e r v e t h at t h e
f oll o wi n g di a g r a m c o m m ut e s.

(𝑘 ′)𝑧 𝑥 𝑦

(𝑥 ′)𝐴 𝑛 𝑥 𝑛 𝐴 ′

𝑓 𝜋 ′
𝑥

𝑓 𝑥

𝜋 𝑓
𝐴

𝑛 𝐵

𝑛 𝑛

𝑛

𝜋

C o n s e q u e ntl y, w e h a v e t h at 𝑛 ( 𝑚 𝜋 ) = 𝑛 ◦ 𝑚 𝜋 ◦ 𝜎 𝜋 = (𝜎 ◦ 𝜋 ◦ 𝜎 𝑛 ) ◦ 𝑛 𝑓 ′

𝜋 = 𝜋 𝑓 ( 𝜋 )𝑓 . □

A. 2 C o n str u cti n g t h e Mi ni o n H o m o m or p hi s m s

T h e g o al of t hi s s e cti o n i s t o c o n st r u ct t h e a s si g n m e nt 𝒩 a n d s h o w it i s i n d e e d
a mi ni o n h o m o m o r p hi s m. A s b ef o r e, w e will f o c u s e x pli citl y o n t h e c a s e of
g r a p h s f o r si m pli cit y, b ut t h e a r g u m e nt i s i d e nti c al ( u p t o s u b stit uti n g 𝜉 2

wit h R 3 a n d Z 2 wit h Z 3 ) i n t h e c a s e of t e r n a r y r el ati o n s.
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A. 2. 1 Fr o m Gr a p h s t o Si m pli ci al S et s

W e p r o v e t h at t h e f u n ct o r H o m (𝐺 2 , −) ( s e e n a s a f u n ct o r Gr a p h ⇒ h T o p Z 2
)

p r e s e r v e s p r o d u ct s i n t h e c at e g o ri c al s e n s e. H e r e, w e f o c u s of g r a p h s f o r e a s e
of n ot ati o n, b ut all t h e di s c u s si o n i s i d e nti c al i n t h e c a s e of st r u ct u r e s wit h
o n e r el ati o n of a rit y 3 b y j u st c h a n gi n g 𝐾 2 t o R 3 a n d Z 2 t o Z 3 .

E s s e nti all y, it f oll o w s b y t h e s a m e a r g u m e nt a s t h e w ell- k n o w n f a ct t h at t h e
p r o d u ct of h o m o m o r p hi s m s c o m pl e x e s i s h o m ot o pi c all y e q ui v al e nt t o t h e
h o m o m o r p hi s m c o m pl e x of t h e p r o d u ct ( s e e, e. g., [ K o z 0 8 , S e cti o n 1 8. 4. 2]). W e
p r o vi d e a bit m o r e d et ail e d p r o of t o s h o w t h at t h e h o m ot o p y e q ui v al e n c e c a n
b e t a k e n e q ui v a ri a nt, a n d t h at t h e p r o d u ct s a r e p r e s e r v e d i n t h e c at e g o ri c al
s e n s e w hi c h i s a sli g htl y st r o n g e r st at e m e nt. L et u s fi r st p r o v e t h at t h e r e i s a n
e q ui v a ri a nt h o m ot o p y e q ui v al e n c e.

L et 𝑇, 𝑛 b e p o s et s. B y d e fi niti o n, a n 𝑌 - a r y p oset p ol y m or p his m f r o m 𝑇 t o 𝑛 i s
a m a p 𝑃 : 𝑇 𝒖 → 𝑔 t h at i s m o n ot o n e ( w h e r e t h e p a rti al o r d e r o n 𝜋 i s d e fi n e d

c o m p o n e nt wi s e). W e u s e t h e u s u al n ot ati o n p ol (𝑆 )(𝐶, 𝐶 ) a n d p ol (𝐶, 𝑘 ) a n d
t h e s et s of p ol y m o r p hi s m s.

M o n ot o n e m a p s b et w e e n p o s et s a r e n at u r all y p a rti all y o r d e r e d: 𝑐 ≤ 𝑐 if
𝑘 (𝑐 ) ≤ 𝑘 ((︁ ) f o r all 𝑐 . T hi s all o w s u s t o r el a x t h e n oti o n of mi ni o n h o m o-
m o r p hi s m: L et ℳ b e a mi ni o n, a n d 𝑐, )︁ p o s et s. A l a x mi ni o n h o m o m or p his m

ℳ → p ol (𝑘, 𝑐 ) i s a c oll e cti o n of m a p pi n g s 𝑓 𝐺 : ℳ (𝐻 ) → p ol (𝑣 )(𝑣, 𝑓 ) s u c h
t h at 𝐺 𝐻 ( 𝐻 𝐺 ) ≤ 𝑘 𝐺 ( 𝐺 )𝐾 . T h e f oll o wi n g i s a st r ai g htf o r w a r d g e n e r ali s ati o n of
[ M O 2 5, L e m m a 4. 1].

L e m m a A. 2. 1. Let 𝑘, 𝑘 be gr a p hs. T here is a l a x mi ni o n h o m o m or p his m

𝑘 ′ : p ol(𝑘, 𝑘 ) → p ol (m h o m (𝐻 2 , 𝐻), m h o m (𝐻 2 , 𝐺)).

Pr o of. L et 𝐻 : 𝐺 𝐻 → 𝐻 b e a h o m o m o r p hi s m. W e d e fi n e

𝐺 ′( 𝐺 ) : m h o m(𝐻 2 , 𝐼)𝐼 → m h o m (𝐺 2 , 𝐼)

b y s etti n g 𝐻 ′( 𝐺 )(𝐻 1 , . . . , 𝐺𝐻 ) t o b e t h e m ulti h o m o m o r p hi s m

𝐺 ↦ → {𝐾 (𝐺 1 , . . . , 𝐺𝐺 ) | 𝐾 𝑧 ∈ 𝑦 𝑅(𝑥 ) f o r 𝑦 ∈ [ 𝑧 ] }

w h e r e 𝑅 ∈ 𝑘 (𝑧 ). It i s e a s y t o c h e c k t h at 𝑥 ′( 𝑦 )(𝑥 1 , . . . , 𝐴𝑛 ) i s a m ulti h o m o m o r-
p hi s m u si n g t h at all 𝑥 𝑛’ s a r e m ulti h o m o m o r p hi s m s a n d 𝐴 i s a p ol y m o r p hi s m.

N o w c o n si d e r a m a p 𝑓 : [𝜋 ] → [ 𝑥 ] a n d m ulti h o m o m o r p hi s m s 𝑓 𝑥 ∈ m h o m (𝜋, 𝑓 )
f o r 𝐴 ∈ [ 𝑛 ]. F o r e v e r y v e rt e x 𝐵 of 𝑛 2 , w e h a v e

𝑛 ′( 𝑛 )𝜋 (𝑛 1 , . . . , 𝑚𝜋 )(𝑛 )

= 𝑚 ′( 𝜋 )(𝜎 𝜋 (1 ) , . . . , 𝜎𝜋 (𝜎 ))(𝑛 )

= { 𝑛 (𝑓 1 , . . . , 𝜋𝜋 ) | 𝑓 𝜋 ∈ 𝑓 𝒩 (𝜉)(𝑛 ) f o r all 𝑛 ∈ [ 𝒩 ] }

⊇ { 𝑛 (𝜋 ′
𝑛 (1 )

, . . . , 𝑚′
𝜉 (𝑚 )

) | 𝜋 ′
𝜋 ∈ 𝒩 𝜉(𝑛 ) f o r all 𝜉 ∈ [ 𝒩 ] }

= { 𝜉 𝑓 (𝜉 ′
1 , . . . , 𝑛′𝑓 ) | 𝑓 ′

𝑛 ∈ 𝑘 𝑔(𝑘 ) f o r all 𝑁 ∈ [ 𝑁 ] }

= 𝑓 ′( 𝑛 𝑓 )(𝜋 1 , . . . , 𝑓𝜎 )(𝑚 )

T h u s, 𝜋 ′( 𝜎 )𝑛 ≥ 𝑚 ′( 𝑓 𝐴 ) a s w e w a nt e d t o s h o w. C h e c ki n g t h at 𝑛 ′( 𝐵 ) p r e s e r v e s
t h e Z 2 - s y m m et r y i s st r ai g htf o r w a r d. □
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B y a p pl yi n g t h e m o n ot o n e m a p 𝐺 ′( 𝐾 ) el e m e nt wi s e t o c h ai n s, it n at u r all y
e xt e n d s t o a si m pli ci al m a p

𝑇 ′( 𝑛 ) : H o m(𝑌 2 , 𝑇)𝑛 → H o m (𝑃 2 , 𝑇).

I n t hi s w a y, 𝒖 ′ c a n b e t r e at e d a s a m a p

𝑔 ′ : p ol(𝜋, 𝑆 ) → s p ol (H o m (𝐶, 𝐶 ), H o m (𝐶, 𝑘 )).

I n o r d e r t o s h o w t h at 𝑐 ′ p r e s e r v e s mi n o r s u p t o h o m ot o p y, w e u s e t h e f oll o w-
i n g w ell- k n o w n r e s ult a b o ut o r d e r c o m pl e x e s ( s e e, e. g., [Bj ö 9 5 , T h e o r e m 1 0. 1 1]
o r [ M O 2 5, L e m m a 2. 3]):

L e m m a A. 2. 2. If 𝑐 , 𝑘 : 𝑐 → 𝑘 m o n ot o ne are m o n ot o ne m a ps bet wee n p osets
s u c h t h at (︁ ≥ 𝑐 , t he n t he i n d u ce d c o nti n u o us m a ps | 𝑐 |, |)︁ | : |Δ (𝑘 )| → |Δ (𝑐 )| are
h o m ot o pi c. M ore o ver, if Z 2 a cts o n b ot h 𝑓 a n d 𝐺 a n d 𝐻 a n d 𝑣 are e q ui v ari a nt, t he n
| 𝑣 | a n d |𝑓 | are e q ui v ari a ntl y h o m ot o pi c.

Pr o of. C o n si d e r t h e p o s et 𝐺 × { 0 , 1 } wit h t h e c o m p o n e nt wi s e p a rti al o r-
d e r, w h e r e Z 2 a ct s t ri vi all y o n t h e fi r st c o o r di n at e. Si n c e 𝐻 ≥ 𝐻 , t h e m a p
𝐺 : 𝑘 × { 0 , 1 } d e fi n e d b y 𝐺 (𝐺, 0 ) = 𝐾 (𝑘 ) a n d 𝑘 (𝑘, 1 ) = 𝑘 (𝑘 ) i s m o n ot o n e a n d
e q ui v a ri a nt. F u rt h e r o b s e r v e t h at |Δ (𝐻 × { 0 , 1 })| i s Z 2 - h o m e o m o r p hi c t o
|Δ (𝐻 )| × [0 , 1 ], h e n c e |𝐻 | i n d u c e s a n e q ui v a ri a nt h o m ot o p y |Δ (𝐺 )| × [0 , 1 ] →
|Δ (𝐻 )| wit h |𝐺 |( −, 0 ) = | 𝐻 | a n d |𝐻 |( −, 1 ) = |𝐺 |. □

U si n g L e m m a A. 2. 1 ( a p pli e d wit h 𝐺 = 𝐻 ℓ a n d 𝐼 = 𝐼 4 ), L e m m a A. 2. 2, a n d t h e
e q ui v a ri a nt si m pli ci al m a p 𝐺 : H o m(𝐼 2 , 𝐻4 ) → Σ 2 d e s c ri b e d i n L e m m a 2. 3. 1,
w e g et t h e r e q ui r e d h o m o m o r p hi s m 𝐺 :

L e m m a A. 2. 3. T here is a m a p pi n g 𝐻 : p ol(𝐺 ℓ , 𝐻4 ) → s p ol (Γ 4 ℓ , Σ
2 ) s u c h t h at

|𝐺 ( 𝐾 𝐺 )| a n d |𝐺 ( 𝐺 )𝐾 | are Z 2 - h o m ot o pi c f or all p ol y m or p his ms 𝑧 ∈ p ol (𝑦 )(𝑅 ℓ , 𝑥4 ) a n d
𝑦 : [𝑧 ] → [𝑅 ].

Pr o of. L et 𝑘 : H o m(𝑧 2 , 𝑥4 ) → Σ 2 b e t h e e q ui v a ri a nt si m pli ci al m a p d e s c ri b e d
i n L e m m a 2. 3. 1. T h e n 𝑦 i s d e fi n e d b y 𝑥 ( 𝐴 ) = 𝑛 ◦ 𝑥 ′( 𝑛 ). W e h a v e 𝐴 ′( 𝑓 𝜋 ) ≤
𝑥 ′( 𝑓 )𝑥 , h e n c e t h e g e o m et ri c r e ali s ati o n s of t h e s e t w o m a p s a r e e q ui v a ri a ntl y
h o m ot o pi c b y L e m m a A. 2. 2. C o m p o si n g wit h 𝜋 p r e s e r v e s b ot h mi n o r s a n d
e q ui v a ri a nt h o m ot o pi e s. □

A. 2. 2 Fr o m si m pli ci al s et s t o t o p ol o gi c al s p a c e s

H e r e, w e u s e t h e f a ct t h at g e o m et ri c r e ali s ati o n p r e s e r v e s fi nit e p r o d u ct s
[Fri 1 2 , T h e o r e m 5. 1 2],1 a n d h e n c e, f o r a n y si m pli ci al m a p 𝑓 : X 𝐴 → Y , w e c a n
t r e at | 𝑛 | a s a f u n cti o n |X 𝐵 | → |Y |. T h e f oll o wi n g i s t h e n a n i n st a n c e of t h e
m o r e g e n e r al L e m m a A. 1. 2.

1 I n o u r c a s e, t h e si m pli ci al s et s a r e l o c all y fi nit e, h e n c e t h e st at e m e nt i s t r u e f o r t h e u s u al
p r o d u ct of t o p ol o gi c al s p a c e s.
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L e m m a A. 2. 4. Let X a n d Y be t w o si m pli ci al sets, t he n t he m a p pi n g

𝐺 ′ : s p ol(X , Y ) → h p ol (|X |, |Y |)

de fi ne d b y 𝐾 ′( 𝑇 ) = [| 𝑛 |] is a mi ni o n h o m o m or p his m.

Pr o of s ket c h. Aft e r w e h a v e i d e nti fi e d |X 𝑌 | wit h |X |𝑇 , t h e r e i s n ot m u c h
h a p p e ni n g h e r e. T h e f u n cti o n s | 𝑛 |𝑃 a n d | 𝑇 𝒖 | a g r e e o n v e rti c e s si n c e o n
t h o s e t h e y a r e b ot h d e fi n e d a s 𝑔 𝜋 . Si mil a rl y, t h e y m a p e a c h of t h e f a c e s t o
t h e s a m e f a c e. Fi n all y, o n i nt e r n al p oi nt s of t h e f a c e s, t h e y a r e b ot h d e fi n e d
a s a li n e a r e xt e n si o n of 𝑆 𝐶 , a n d h e n c e t h e y a r e e q u al, a n d c o n s e q u e ntl y, t h ei r
h o m ot o p y cl a s s e s c oi n ci d e. □

C o m bi ni n g t h e a b o v e wit h t h e r el a x ati o n l e m m a u si n g t h e Z 2 - e q ui v a ri a nt
c o nti n u o u s m a p 𝐶 2 → 𝐶 c o n st r u ct e d i n L e m m a 3. 1. 2 b el o w, w e o bt ai n t h e
d e si r e d mi ni o n h o m o m o r p hi s m.

L e m m a A. 2. 5. T here is a mi ni o n h o m o m or p his m

𝑘 : s p ol(Γ 4 ℓ , Σ
2 ) → h p ol (𝑐 1 , 𝑐).

A. 2. 3 Fr o m g r a p h s t o t o p ol o gi c al s p a c e s

Fi n all y, l et u s di s c u s s t h e c o m p o siti o n 𝑘 = 𝑐 ◦ 𝑘 d e fi n e d i n L e m m a s A. 2. 3
a n d A. 2. 5. T h e cl ai m i s t h e f oll o wi n g.

L e m m a A. 2. 6. T he c o m p ositi o n (︁ = 𝑐 ◦ 𝑐 is a mi ni o n h o m o m or p his m

)︁ : p ol(𝑘 ℓ , 𝑐4 ) → h p ol (𝑓 1 , 𝐺).

Pr o of. It i s e n o u g h t o s h o w t h at t h e c o m p o siti o n p r e s e r v e s mi n o r s. F o r t h at,

l et 𝐻 ∈ p ol (𝑣 )(𝑣 ℓ , 𝑓4 ) a n d 𝐺 : [𝐻 ] → [𝐻 ]. W e h a v e t h at 𝐺 ( 𝑘 )𝐺 a n d 𝐺 ( 𝐾 𝑘 ) a r e
Z 2 - h o m ot o pi c b y L e m m a A. 2. 3. F u rt h e r m o r e,

𝑘 ( 𝑘 )𝑘 = (𝑘 𝐻 ( 𝐻 ))𝐻 = 𝐺 (𝐻 ( 𝐺 )𝐻 ) = 𝐻 𝐺 ( 𝐺 𝐻 ) = 𝐼 ( 𝐼 𝐺 )

w h e r e t h e t hi r d e q u alit y u s e s t h e f a ct t h at 𝐼 i s c o n st a nt o n h o m ot o p y cl a s s e s
( w hi c h i s t r u e si n c e 𝐻 i s a c o m p o siti o n of 𝐺 ′ a n d p o st c o m p o siti o n wit h 𝐻 2 → 𝐺 ,
a n d 𝐻 ′ i s c o n st a nt o n h o m ot o p y cl a s s e s b y d e fi niti o n). □

T hi s c o n cl u d e s t h e p r o of of L e m m a 3. 1. 2.
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A P P E N DI X B
A u xili ar y L e m m a s

B. 1 M a s s P artiti o ni n g

B. 1. 1 Li mit ar g u m e nt s

W e p r o v e s o m e st a n d a r d f a ct s u si n g li mit a r g u m e nt s.

L e m m a B. 1. 1 ( Li mit a r g u m e nt f o r fi nit e p oi nt s et s). Let 𝐺 ⊆
𝐾
𝑇 3

𝑛 3
be a c o m p a ct

s u bset s u c h t h at, f or all 𝑌 m ass distri b uti o ns ( wit h c o n ne cte d s u p p ort) o n R 3 t here is
a pl a ne c o n fi g ur ati o n ℋ ∈ 𝑇 t h at ei g ht- p artiti o ns 𝑛 ; t he n f or a n y set 𝑃 of p oi nts i n
R 3 , t here is a c o n fi g ur ati o n ℋ ∞ ∈ 𝑇 t h at ei g ht- p artiti o ns t he p oi nt set.

Pr o of. L et 𝒖 b e t h e n u m b e r of p oi nt s i n 𝑔 . L et 𝜋 𝑆 b e t h e m e a s u r e d e fi n e d
a s f oll o w s. At e v e r y p oi nt i n 𝐶 , pl a c e a b all of r a di u s 𝐶 𝐶 = 1

2 𝑘 wit h u nif o r m
d e n sit y a n d t ot al m a s s (1 − 𝑐 𝑐) /𝑘 ; fi n all y, a d d a n o r m al G a u s si a n di st ri b uti o n
“ o n t h e b a c k g r o u n d, ” wit h t ot al m a s s 𝑐 𝑘/ (︁ . N ot e t h at t h e t ot al m e a s u r e 𝑐 𝑐 of
t h e c o m pl e m e nt of t h e u ni o n of b all s i s l e s s t h a n )︁ 𝑘.

B y c h o o si n g 𝑐 l a r g e e n o u g h, w e c a n a s s u m e t h at a pl a n e c a n i nt e r s e ct a
c oll e cti o n of b all s o nl y if t h ei r c e nt r e s a r e c o pl a n a r; h e n c e, wit h o ut l o s s of
g e n e r alit y, w e c a n a s s u m e t h at t hi s h a p p e n s f o r 𝑓 = 1 .

B y a s s u m pti o n, t h e r e i s a pl a n e c o n fi g u r ati o n ℋ 𝐺 t h at ei g ht- p a rtiti o n s t h e
m a s s 𝐻 𝑣 f o r e a c h 𝑣; b y c o m p a ct n e s s of 𝑓 , t h e r e i s a s u b s e q u e n c e ℋ 𝐺𝐻 t h at
c o n v e r g e s t o s o m e li mit ℋ ∞ ; u p t o r ei n d e xi n g w e c a n a s s u m e t h at t h e o ri gi n al
s e q u e n c e ℋ 𝐻 d o e s. T h e o bt ai n e d li mit p oi nt ei g ht- p a rtiti o n s t h e o ri gi n al
p oi nt s et 𝐺 : i n f a ct, t h e r e i s a 𝑘0 bi g e n o u g h s u c h t h at f o r e v e r y o rt h a nt 𝐺 ∈ Z 3

2

a n d a n y 𝐺 ≥ 𝐾0 , e v e r y p oi nt 𝑘 ∈ 𝑘 ∩ 𝑘 ℋ ∞
𝑘 i s “f a r a w a y ” ( e. g., at l e a st 1 / 2 𝑘0 )

f r o m t h e pl a n e s i n t h e c o n fi g u r ati o n ℋ 𝐻 ; h e n c e

1 − 𝐻 𝐻

𝐺
|𝐻 ∩ 𝐺 ℋ ∞

𝐻 | ≤ 𝐻 𝐺 ( 𝐺 ℋ 𝐻
𝐼 ) =

1

8
.

T a ki n g t h e li mit i n 𝐼 w e o bt ai n t h e d e si r e d r e s ult. □

C or oll ar y B. 1. 1. Let 𝐺 a n d 𝐼 as a b o ve. If ℋ ∞ = (𝐻 1 , 𝐺2 , 𝐻3 ) is t he c o n fi g ur ati o n
c o nstr u cte d i n t he pr o of of Le m m a B. 1. 1, t he n a n y pl a ne 𝐺 𝐻 i n ℋ ∞ bise cts 𝐺 a n d
a n y p air (𝐾 𝐺 , 𝐺𝐺) f o ur- p artiti o ns t he p oi nts.
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Pr o of. F o r si m pli cit y w e s h o w t h e r e s ult f o r t h e fi r st pl a n e 𝐺 1 a n d t h e p ai r
(𝐾 1 , 𝑇2 ), all t h e ot h e r c a s e s a r e i d e nti c al. Fi r st, c o n st r u ct 𝑛 𝑌 a n d ℋ 𝑇 =
(𝑛 𝑃,1 , 𝑇𝒖,2 , 𝑔𝜋,3 ) c o n v e r gi n g t o t h e li mit ℋ ∞ a s i n t h e p r o of of L e m m a B. 1. 1.

A g ai n, b y c h o o si n g 𝑆0 bi g e n o u g h w e o bt ai n t h at, f o r a n y 𝐶 ≥ 𝐶0 a n d a n y si g n
𝐶 ∈ Z 2 e v e r y p oi nt 𝑘 ∈ 𝑐 ∩ 𝑐 𝑘

1
i s s u ffi ci e ntl y f a r f o r m 𝑐 𝑘, 1 h e n c e

1 − (︁ 𝑐

𝑐
|)︁ ∩ 𝑘 𝑐

1 | ≤ 𝑓 𝐺 (𝐻 𝑣
𝑣, 1 ) =

1

2
.

Si mil a rl y, f o r a n y p ai r of si g n s (𝑓 1 , 𝐺 2 ) ∈ Z 2
2
, a n y p oi nt 𝐻 ∈ 𝐻 ∩ 𝐺 𝑘 1

1
∩ 𝐺 𝐺 2

2
i s

s u ffi ci e ntl y f a r f r o m b ot h 𝐾 𝑘, 1 a n d 𝑘 𝑘, 2 , t h e r ef o r e

1 − 𝑘 𝑘

𝐻
|𝐻 ∩ 𝐻 𝐺 1

1
∩ 𝐻 𝐺 2

2
| ≤ 𝐻 𝐻 (𝐺 𝐺 1

𝐻, 1
∩ 𝐼 𝐼 2

𝐺, 2
) =

1

4
.

B y t a ki n g t h e li mit w e o bt ai n t h e d e si r e d r e s ult. □

L e m m a B. 1. 2 ( Li mit a r g u m e nt f o r m a s s di st ri b uti o n s wit h p o s si bl y di s c o n-

n e ct e d s u p p o rt) . Let 𝐼 be a c o m p a ct set i n
𝐻
𝐺 3

𝐻 3
s u c h t h at, f or a n y m ass distri b uti o n

wit h c o n ne cte d s u p p ort t here is a c o n fi g ur ati o n ℋ ∈ 𝐺 t h at ei g ht- p artiti o ns t he
me as ure. Let 𝐻 be a “ ge ner al ” m ass distri b uti o n. T he n t here is a pl a ne arr a n ge me nt
ℋ ∞ ∈ 𝐺 t h at ei g ht- p artiti o ns 𝐾 .

Pr o of. D e fi n e 𝐺 𝐺 ≔ 1
2 𝐺 a n d l et 𝐾 𝑧 t h e m e a s u r e d e fi n e d, o n a m e a s u r a bl e s et

𝑦 ⊆ R 3 , a s

𝑅 𝑥(𝑦 ) ≔ (1 − 𝑧 𝑅) 𝑘 (𝑧 ) + 𝑥 𝑦𝑥 ( 𝐴 ),

w h e r e 𝑛 i s a n o r m al G a u s si a n di st ri b uti o n o n R 3 . T h e n, 𝑥 𝑛 i s a m a s s
di st ri b uti o n wit h c o n n e ct e d s u p p o rt h e n c e t h e r e i s a c o n fi g u r ati o n ℋ 𝐴 t h at
ei g ht- p a rtiti o n s 𝑓 𝜋. B y c o m p a ct n e s s, u p t o t a ki n g a s u b s e q u e n c e, ℋ 𝑥 c o n v e r g e s
t o a c o n fi g u r ati o n ℋ ∞ .

N o w, f o r a n y 𝑓 ∈ Z 3
2
, w e h a v e t h at

(1 − 𝑥 𝜋) 𝑓 ( 𝐴 ℋ 𝑛
𝐵 ) ≤ 𝑛 𝑛( 𝑛 ℋ 𝜋

𝑛 ) =
1

8
.

F o r a n y fi x e d m e a s u r e 𝑚 , t h e m a p ℋ → 𝜋 ( 𝑛 ℋ
𝑚 ) i s c o nti n u o u s; h e n c e b y t a ki n g

t h e li mit i n 𝜋 w e o bt ai n t h at, f o r all 𝜎 ∈ Z 3
2
,

𝜋 ( 𝜎 ℋ ∞
𝜋 ) ≤

1

8
.

H o w e v e r, si n c e 𝜎

𝑛 ∈ Z 3
2

𝑛 ( 𝑓 ℋ ∞
𝜋 ) = 𝜋 (R 3 ) = 1 ,

it f oll o w s t h at all t h e p r e vi o u s i n e q u aliti e s a r e e q u aliti e s. □
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B. 1. 2 F o ur- p artiti o ni n g i n t h e pl a n e wit h a pr e s cri b e d

bi s e ct or

T hi s s e cti o n i s d e v ot e d t o t h e p r o of of L e m m a 7. 1. 1. F o r c o n v e ni e n c e, w e
r e st at e t h e l e m m a h e r e. B ot h t h e l e m m a a n d p r o of a r e d u e t o [ B K 1 6].

L e m m a 7. 1. 1 ( F o u r- p a rtiti o ni n g a m a s s di st ri b uti o n i n R 2 [B K 1 6 ]). Let 𝐺 # be a
m ass distri b uti o n ( wit h c o n ne cte d s u p p ort) o n R 2 a n d 𝐾 ∈ 𝑇 1 . T he n t here e xists a
p air (ℓ 1 , ℓ2 ) of li nes i n R 2 t h at f o ur- p artiti o ns 𝑛 # a n d s u c h t h at 𝑌 bise cts t he a n gle
bet wee n ℓ 1 a n d ℓ 2 .

M ore o ver, if we orie nt ℓ 1 a n d ℓ 2 s o t h at ℓ 1 is i n t he first dire cti o n cl o c k wise fr o m 𝑇 ,
a n d ℓ 2 is i n t he first dire cti o n c o u ntercl o c k wise, t he orie nte d p air is u ni q ue a n d t he
li nes de pe n d c o nti n u o usl y o n 𝑛 .

Pr o of. S u p p o s e, wit h o ut l o s s of g e n e r alit y, t h at 𝑃 = (0 , 1 ). W e fi r st p r o v e
e xi st e n c e. L et 𝑇 ∈ [ 0 , 𝒖 / 2 ], a n d r ot at e 𝑔 c o u nt e r cl o c k wi s e a n d cl o c k wi s e
b y a n gl e 𝜋 t o o bt ai n 𝑆 𝐶 a n d 𝐶 𝐶 , r e s p e cti v el y. T h e n, si n c e t h e m e a s u r e h a s
c o n n e ct e d s u p p o rt, t h e r e e xi st u ni q u e li n e s ℓ 𝑘 a n d 𝑐 𝑐 t h at a r e p e r p e n di c ul a r
t o 𝑘 𝑐 a n d 𝑘 (︁ , r e s p e cti v el y, a n d bi s e ct 𝑐 . N ot e t h at 𝑐 bi s e ct s t h e a n gl e b et w e e n
ℓ )︁ a n d 𝑘 𝑐 .

T h e ( o ri e nt e d) li n e s ℓ 𝑓 a n d 𝐺 𝐻 p a rtiti o n t h e pl a n e i nt o f o u r o ct a nt s, w hi c h w e
l a b el 𝑣 𝑣 , 𝑓𝐺 , 𝐻𝐻 , 𝐺𝑘 ( n o rt h, e a st, s o ut h, w e st) i n t h e o b vi o u s m a n n e r. Si n c e
b ot h li n e s a r e bi s e cti n g, w e h a v e

𝐺 (𝐺 𝐾 ) = 𝑘 (𝑘 𝑘 ) = 𝑘, 𝑘 (𝐻 𝐻 ) = 𝐻 (𝐺 𝐻 ) = 𝐺 (R 2 ) /2 − 𝐻 = 𝐻.

W h e n 𝐺 t e n d s t o 0, 𝐺 𝐻 a n d 𝐼 𝐼 t e n d t o e m pt y s et s a n d e vi d e ntl y 𝐺 > 𝐼 f o r 𝐻
s u ffi ci e ntl y cl o s e t o 0 . W h e n 𝐺 t e n d s t o 𝐻 / 2 , 𝐺 𝐻 a n d 𝐺 𝐾 t e n d t o e m pt y s et s
a n d t h e n 𝐺 < 𝐺 f o r 𝐺 s u ffi ci e ntl y cl o s e t o 𝐾 / 2 . Si n c e 𝑧 d e p e n d s c o nti n u o u sl y
o n 𝑦 , w e m u st h a v e 𝑅 = 𝑥 s o m e w h e r e i n b et w e e n, b y t h e i nt e r m e di at e v al u e
t h e o r e m. T h u s, w e h a v e e xi st e n c e.

W e n o w s h o w u ni q u e n e s s. A s s u m e w e h a v e a p a rtiti o n 𝑦 𝑧 , 𝑅𝑘 , 𝑧𝑥 , 𝑦𝑥
wit h a n gl e 𝐴 a n d a n ot h e r p a rtiti o n 𝑛 𝑥 , 𝑛𝐴 , 𝑓𝜋 , 𝑥𝑓 wit h a n gl e 𝑥 ′. A s s u m e
wit h o ut l o s s of g e n e r alit y t h at 𝜋 ′ ≤ 𝑓 . M o r e o v e r, si n c e f o r 𝐴 ′ = 𝑛 t h e p a rtiti o n
i s d e fi n e d u ni q u el y, w e m a y a s s u m e 𝐵 ′ < 𝑛 . L et 𝑛 = ℓ 𝑛 ∩ 𝜋 𝑛 a n d c o n si d e r
t h e f oll o wi n g c a s e s:

1. 𝑚 ∈ 𝜋 𝑛 : I n t hi s c a s e 𝑚 𝜋 ⊂ 𝜎 𝜋 a n d b ot h s et s h a v e t h e s a m e m e a s u r e.
T hi s c o nt r a di ct s c o n n e cti vit y of t h e s et w h e r e t h e d e n sit y i s p o siti v e,
si n c e t h e d e n sit y i s p o siti v e i n 𝜎 𝜋 a n d i n 𝜎 𝑛 , it m u st b e p o siti v e
s o m e w h e r e i n 𝑛 𝑓 \ 𝜋 𝜋 , i m pl yi n g 𝑓 (𝜋 𝑓 ) > 𝒩 (𝜉 𝑛 ).

2. 𝑛 ∈ 𝒩 𝑛 : I n t hi s c a s e 𝜋 𝑛 ⊂ 𝑚 𝜉 a n d w e o bt ai n a si mil a r c o nt r a di cti o n.

3. 𝑚 ∈ 𝜋 𝜋 a n d 𝒩 ∈ 𝜉 𝑛 a r e si mil a r t o c o n si d e r e d c a s e s.

Si n c e t h e li n e s ℓ 𝜉 , 𝒩𝜉 , ℓ𝑓 ′ , a n d 𝜉 𝑛 ′ a r e di sti n ct, t hi s c o v e r s all c a s e s. I n e a c h
c a s e, w e o bt ai n a c o nt r a di cti o n, h e n c e, w e h a v e u ni q u e n e s s.
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A s f o r c o nti n uit y, it f oll o w s f r o m t h e st a n d a r d f a ct t h at a m a p wit h c o m p a ct
c o d o m ai n a n d cl o s e d g r a p h m u st i n f a ct b e c o nti n u o u s. T h e c o d o m ai n i s
c o m p a ct si n c e w e a r e o nl y i nt e r e st e d i n di r e cti o n s of t h e h al vi n g li n e s t h at
aft e r w a r d s p r o d u c e h al vi n g li n e s c o nti n u o u sl y, t h u s w o r ki n g wit h 𝐺 1 × 𝐾 1 a s
t h e s p a c e of p a r a m et e r s. □
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